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1. Wprowadzenie.

Dynamika jest dzialem mechaniki zajmujagcym si¢ ruchem ukladéw materialnych z
uwzglednieniem przyczyn tego ruchu. W czasie ruchu ukladow materialnych oprocz sit

cigzkoS$ci pojawiaja si¢ nowe sity masowe i oporu ruchu.

»~Dynamika budowli zajmuje sie obliczaniem konstrukcji budowlanych poddanych obcigzeniom

zmiennym w czasie” Witold Nowacki ,,Dynamika budowli” Arkady 1971

Dynamika budowli dotyczy, podobnie jak statyka budowli, takich uktadéw, ktore moga byc
ustrojami  budowlanymi, czyli geometrycznie niezmiennymi o0 zachowawczej postaci
réwnowagi.

Ruch takich uktadow ma zwykle charakter oscylacyjny wokot potozenia rownowagi statyczne;j.
W stanie rownowagi statycznej uktad jest poddany dziataniu sit zachowawczych (sity cigzkosci,
statyczne parcie wiatru, ...). Catkowita energia nie-mechaniczna jest energig potencjalng roéwng
pracy tych sit. Cecha charakterystyczng zagadnien dynamicznych jest ruch, stad przedmiotem
badan jest ruch czyli zmienno$¢ w czasie odpowiedzi konstrukcji.
W trakcie ruchu pojawiaja si¢ dodatkowe sity:

v’ sity masowe (bezwtadnosci)

v' opory ruchu (thumienie).

W bilansie energii trzeba uwzglgdnia¢, oprocz energii potencjalnej, energi¢ kinetyczna zwigzana

z ruchem mas uktadu oraz energi¢ zuzyta (rozproszong) na pokonanie oporow ruchu.

Drinz. Monika Podwdrna
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Wiele konstrukcji inzynierskich, a takze urzadzen mechanicznych poddanych jest dziataniu
obcigzen zmiennych w czasie, ktore mogg wywota¢ drgania konstrukcji.
Ograniczajac si¢ tylko do przyktadow konstrukcji inzynierskich, mozna wymienia¢ drgania
wystepujace

2 w mostach poddanych dziataniu przejezdzajacych pojazdow,

2 w ktadkach wywolane przemieszczaniem si¢ pieszych,

2 w smuktych budowlach narazonych na dzialanie wiatru,

2 w budowlach obcigzonych sejsmicznie,

2 w fundamentach pod maszyny,
> jtd.

Zadanie inzyniera jest tak zaprojektowac i wykona¢ konstrukcje aby m. in. wplywy dynamiczne
byty ograniczone i niewielkie.
Szczegdlnie narazone na wplywy dynamiczne s3:
v" obiekty mostowe
konstrukcje wsporcze pod maszyny
budowle wysokie
ptyty lotniskowe
wieze wiertnicze
platformy wiertnicze

AN NN Y N N

obiekty w terenach sejsmicznych.

Przykladowa zarejestrowana katastrofa budowlana spowodowana nieprawidlowego

uwzglednienia wplywow dynamicznych:

Katastrofa mostu w Tacoma — katastrofa budowlana, ktora miata miejsce 7 listopada 1940 w
miescie Tacoma w pdinocno-zachodniej czgsci Stanéw Zjednoczonych Ameryki. Katastrofa ta
stanowi przyklad znaczenia wplywu parcia wiatru na konstrukcje jako oddzialywania
dynamicznego, ktore nalezy uwzgledni¢ podczas projektowania konstrukcji tego typu.

https://www.youtube.com/watch?v=3mclp90OmCGs
https://pl.wikipedia.org/wiki/Katastrofa mostu Tacoma
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Podstawy dynamiki zostaly opracowane przez:

Galileo Galilei (Galileusza)

odkryl m.in. zjawisko bezwtadnosci

https://pl.wikipedia.org/wiki/Galileusz

Issac Newton’a

sformutowat m.in. prawa mechaniki

https://pl.wikipedia.org/wiki/lsaac Newton

Joseph Louis Langrange’a

sformutowat m.in. matematyczne prawa mechaniki

https://pl.wikipedia.org/wiki/Joseph Louis Lagrange

Jean Le Rond d’Alembert’a
zasada, ktorg sformulowat jest podstawa metody kinetostatycznej,
stosowanej powszechnie w dynamice

https://pl.wikipedia.org/wiki/Jean le Rond d%E2%80%99Alembert
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Aby dobrze zrozumie¢ zagadnienia dynamiki budowli, nalezatoby wyjasni¢ kilka pojec:
m=) ,Leksykon naukowo-techniczny” WNT Warszawa 1984r:

Punkt materialny — obiekt o nieskonczenie matych wymiarach i skonczonej masie, ktorego

potozenie mozna okresla¢ jak potozenie punktu geometrycznego

Cialo materialne lub uklad materialny — kazdy uklad cial, ktéry mozna rozpatrywac jako
uktad punktow materialnych.

Np. belka jest traktowana jako zbidr punktoéw materialnych i ma nieskonczenie wiele stopni
swobody dynamicznej. Nalezy przez to rozumie¢, ze kazdy z punktéw belki ugina si¢ inacze;.
Mozemy w tym przypadku postuzy¢ si¢ aproksymacja sprowadzajac opis belki do dwoch
koncowych jej punktow.

Sila — jakakolwiek przyczyna fizyczna zdolna do zmiany warunkéw ruchu lub spoczynku ciata
materialnego albo do jego odksztatcenia

Sita jest wielko$cig kierunkows, czyli wektorem liniowym.
Masa — to pewna wielko$¢, charakteryzujaca zachowanie si¢ dynamiczne ciala, niezalezna ani
od stanu ruchu, ani tez od stanu fizycznego ciata.

Masa jest wielko$cig bezkierunkowa, czyli skalarem.

Pozostate pojecia beda wyjasniane na biezaco.
m=) ,Leksykon naukowo-techniczny” WNT Warszawa 1984r:

Drinz. Monika Podwdrna
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2. Drgania.

Drgania, oscylacje, wibracje — zjawisko, w ktorym pewne wielkosci charakterystyczne (np.
przemieszczenia) sg funkcjami czasu, zazwyczaj na przemian rosngcymi i malejagcymi w
nastgpujacych po sobie kolejno przedziatach czasu
m=) ,Leksykon naukowo-techniczny” WNT Warszawa 1984r:
Wielko$¢ zmienia swag warto$¢ rosngc i malejac na przemian - na przemian zblizajg si¢ lub
oddalajg od pewnej przecietnej wartosci
1. warto$¢ przecietna moze by¢ ustalona w czasie
Wtedy przyjmujemy ja zwykle za warto$¢ zerowa w danym uktadzie wspotrzednych
(réwnowaga statyczna)

2. warto$¢ przecigtna moze by¢ zmienna w czasie w dowolny sposob

Drgania moga powodowac niewtasciwg prace (wynika to z ich powtarzalnosci — wywotuja
powstawanie zmiennego obcigzenie):

- konstrukcji

- maszyn

- mogg mie¢ ujemny wptyw na organizm ludzki

Przyczyny drgan

Drgania konstrukcji budowlanych moga by¢ wywotane praca roznych maszyn i urzadzen,
poruszajacymi si¢ pojazdami jak samochody lub pociagi (ruchem drogowym lub kolejowym),

sitami natury jak dziatanie wiatru, wstrzgsy sejsmiczne (tektoniczne) i gornicze, itp.

Skutki drgan

Skutkami drgan sg :

- dodatkowe naprezenia wynikajace z dziatania sit bezwtadnosci,

- dodatkowe przemieszczenia i odksztalcenia,

- zmg¢czenie materialu powodujace obnizenie no$nosci elementéw konstrukcji, powstanie rys
zmeczeniowych, peknigc.

- ucigzliwos¢ dla ludzi mieszkajacych lub pracujacych w danym obiekcie.

Drinz. Monika Podwdrna
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Klasyfikacja drgan:

1. ze wzgledu na cyklicznosé:

o okresowe (periodyczne)
powtarzaja si¢ w rownych odstgpach czasu.
Szczegblnym przypadkiem jest ruch harmoniczny, powstajacy pod wptywem sity dziatajacej
przeciwnie do wychylenia ciala od potozenia rownowagi, o wartosci proporcjonalnej do

wychylenia. Wykres zalezno$ci potozenia od czasu jest dla takiego ruchu sinusoida
o nieokresowe (nieperiodyczne)
powtarzaja si¢ w nierownych odstepach czasu. Szczegdlnym przypadkiem drgan sg tu drgania

prawie okresowe (quasi-harmoniczne)

2. ze wzgledu na dzialanie sit zewnetrznych na uklad drgajacy:

o swobodne,
wystepuja, gdy na uklad nie dziala zadna zmienna sila zewnetrzna, ktéra wptywa na proces
drgan. Stala sita o niewielkiej wartosci lub dziatajaca w uktadzie liniowym nie wptywa na
drgania ciata, jedynie przesuwa potozenie rownowagi. Uklad taki jest zachowawczy, tzn.

energia drgan nie zmienia sig,

o nieswobodne,

wystepuja, gdy na uktad dziata zmienna sita zewnetrzna

Drgania nieswobodne, wymuszone — powstaja pod wptywem sily zewnetrznej, okresowo
zmiennej. Moga prowadzi¢ do wielkiego wzrostu amplitudy drgan, a nawet do zniszczenia
uktadu, gdy czestotliwo$¢ sity wymuszajacej jest bliska lub réwna czestotliwosci drgan
wilasnych uktadu — powstaje tzw. rezonans drgan.

Drgania nieswobodne, ttumione — powstaja np. pod wptywem sil tarcia (np. gdy sila jest
proporcjonalna do predkosci ciata i przeciwnie skierowana) — wtedy energia drgan zmniejsza
sie, zamieniajac si¢ w energi¢ cieplng; thumienie drgan uktadu powstaje tez, gdy oddziatuje on

na inny uktad, oddajac mu cze¢$¢ lub cato$¢ swojej energii, np. w zjawisku rezonansu.

Drgania samowzbudne powstaja, gdy energia drgan rosnie lub jest podtrzymywana na statym

poziomie kosztem energii, dostarczanej do uktadu, pomimo wystepowania ttumienia

Drinz. Monika Podwdrna
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3. ze wzgledu na liniowos¢:
o liniowe,

o nieliniowe,
opisane rownaniami rézniczkowymi nieliniowymi

4. ze wzgledu na wystepowanie tlumienia:

o nietlumione,
o tlumione,

uwzglednione jest thumienie drgan

Thumienie drgan — zmniejszanie si¢ amplitudy drgan swobodnych w uktadzie drgajacym

wskutek rozpraszania si¢ (dyssypacji) ich energii

5. ze wzgledu na mozliwo$¢ okreslenia przebiegu funkcji na podstawie jej wartosci w
pewnym momencie:
o deterministyczne,
o stochastyczne (niedeterministyczne, losowe),
uwzglednia si¢ fakt, ze rzeczywiste obcigzenia, a stad wywotane przez nie drgania, czgsto maja

charakter nieregularny, przypadkowy - losowy

Wyroézniamy drgania:
- periodyczne (okresowe)
- nieperiodyczne (nieokresowe)
Periodyczny, okresowy — powtarzajacy si¢ w okreslonych przedziatach czasu

Drgania okresowe (periodyczne) - drgania opisane funkcja x(t), jesli
x(t+T) = x(t)
Dla wszystkich wartosci t i pewnych T # 0.

Najmniejsza warto$¢ T, dla ktorej zachodzi rownos$¢ nazywamy okresem drgan.
Cyklem drgan nazywamy cze¢$¢ drgan okresowych powtarzajacych si¢ co okres T.
Wielkos¢
1
=7
nazywamy czestotliwoscia (czestoscia) drgan. Przedstawia ona liczbe cykli drgan
zachodzacych w ciagu jednej sekundy. Jednostka czestotliwosci jest herc [Hz], przy czym:

cykl
1Hz = 1Sy—

Drinz. Monika Podwdrna
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Szczegbdlnym przypadkiem drgan okresowych sg drgania harmoniczne okreslone wzorem:
x(t) = a-sin(wt + @)
gdzie:
a - jest amplituda drgan harmonicznych [m],
wt + @ - jest fazg drgan harmonicznych,

@ - jest faza poczatkowa, zwana takze katem przesunigcia fazowego [rad],

w - jest czestoscig (czestos¢ katowa) [rad/s], w = 2?”

Oprocz czestosci katowej (kotowej) @ w praktyce uzywa sie wielkosci:
f= % — czestos¢ fizyczna, czestotliwose [c/s=Hz]
n= % — czgstos¢ techniczna [¢/min]

gdzie, ¢ —ilo$¢ cykli [obr/min]

W szczego6lnosci rozpatruje si¢

drgania harmoniczne,

drgania wywotane pojedynczym impulsem,

drgania wywotane serig impulsow,

drgania wywotane ruchomym obcigzeniem inercyjnym,
drgania wywotane ruchomym obcigzeniem nieinercyjnym,
drgania nieregularne (drgania stochastyczne) stacjonarne,
drgania nieregularne (drgania stochastyczne) niestacjonarne.

Analiza drgan ukladu materialnego polega najczgsciej na badaniu rozwigzan réozniczkowego
réwnania rbwnowagi, opiera si¢ ona najczg¢sciej na badaniu rozwigzan przyblizonych. Mozna
tez korzysta¢ z analizy jako$ciowej rownan rozniczkowych pozwalajacej na ocene¢ niektorych
wlasciwosci ruchu bez znajomosci rozwigzania roéwnania ruchu. (zob. np. Minorsky ,,Drgania
nieliniowe” PWN 1967).
Wedhug Osinskiego stosuje si¢ nastepujace grupy metod w analizie drgan:
O analiza rozwigzan S$cistych (zob. np. wykorzystanie transformacji Laplace’a lub
rachunku operatorowego)
0 metody topologiczne (zob. analiza przebiegu trajektorii fazowych)
0 przyblizone metody oparte na wiasciwosciach plaszczyzny fazowej (zob. metody
perturbacyjne lub metody wariacyjne np. Ritza, Galerkina)
0 metody analogowe (modelowanie uktadu mechanicznego za pomocg uktadu
elektrycznego odtworzonego w maszynie analogowej)
0 metody numeryczne (najczesciej obecnie wykorzystywane dzigki komputerom, np.
metoda Runge-Kutta, metody Newmarka)
0 metody doswiadczalne (badanie drgan rzeczywistych obiektow)

Drinz. Monika Podwdrna
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3. Ruchy harmoniczne, quasi-harmoniczne.

3.1. Ruch harmoniczny
Przyktad drgan harmonicznych:

of) = asin(27r7[_+ o)

faza poczatkowa ¢ =0

=
N
N
(&

-0 |

faza poczatkowa ¢ =7 /4

nA
AV
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drgania harmoniczne X(t) = q(t) = a - sin(wt + @)
q(t) = q(t +nT) = a-sin(2nt/T + @)
gdzie
q(t)— wspotrzedna ruchu drgajacego
(np. przemieszczenie, kat skrecenia lub inna wielko$¢)

a=am q - amplituda [m]

najwigksze odchylenie warto$ci chwilowej wielkosci okreslonej od jej wartos$ci Sredniej
T — okres drgan [s] (odwrotnosc¢ czgstotliwosci)
w = 2m/T — czgstos¢ kotowa, predkos¢ kotowa [rad/s]
wt + ¢ — faza ruchu [rad]
@ — faza poczatkowa [rad]

Czasami zapis ruchu rozpatrywany jest za pomoca obrazu fazowego (bez rozwinigcia
czasowego). Dla ruchu harmonicznego prostego obraz tego ruchu przedstawia koto. Mozna
powiedzie¢, ze ruch jest okreslony jesli znany jest obraz fazowy. Dla ruchow periodycznych
(okresowych) obraz fazowy jest krzywa zamknieta.
Klasyczna formuta wzoru opisujgca ruch harmoniczny :

g(t) = asin(ot+ @) nosi nazwe zapisu zwini¢tego.
Mozna réwniez zapisa¢ w formie rozwinigtej:
q(t) = gs Sin ot + gc cos ot
gdzie (s =a cos ¢ — sktadowa sinusowa amplitudy ruchu

gc = a sin @ — sktadowa cosinusowa amplitudy ruchu
Powro6t do zapisu zwinigtego:

a=4/q; +0;

Qe

S

@ = arctg

przemieszczenie

q(t) = asin(wt + p) =
=acos¢@sin ot +asin pcoswt = g, sin wt + g, cos wt

predkosc ruchu (pochodna kinematyczna)
q(t) = 2—? = awcos(ot + ¢) =

= awCoSpCoswt —awsin ¢sin wt = —q,wsin wt + ¢, cos wt

przyspieszenie ruchu

3y d’q -

G(t) = el sin(ot + @)=

=—am’ Cospsin ot —aw’ sin pcos wt = —q,@° sin wt — g »” cos wt =
=-a’q(t)

Drinz. Monika Podwdrna
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3.2. Ruch quasi-harmoniczny z modulacja amplitudy
jest to ruch opisany wzorem :

q(t) = a(t) - sin(wt + @) = q4(t) sinwt + q.(t) sinwt, gdzie a(t) >0
Funkcj¢ a(t) mozna zapisa¢ a(t) = au(t)
gdzie u(t) jest funkcja modulacji amplitudy.

g(t) = a(Hsin(wt+ @)
faza poczatkowa ¢ =0

w=20r=1t=r110
a(f)=0,2sin(2z0) +1

0.5

0.5
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g(t) = a(Hsin(wt + @)
faza poczatkowa ¢ =0
=207 = t=7110

2
al)=—-
ez2
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it

g(t) = a(Hsin(wt + @)

faza poczatkowa ¢ =0
w=2r13

a(f)=2(e " +0,01n)t

21
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3.2. Ruch quasi-harmoniczny z modulacja czestosci
g(0) = asin(w(Ht+ )

faza poczatkowa ¢ =10

o(t) = 2z sin(at)

Strona 15

210
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Q(f) _ 1+ Cosw[sina)t
0.6
04
0.2
2. 7. '
-0.2
04
-0.6
q(t) =atant
1() L
5t
1 2 3 4
5|
10!
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4. Skladanie ruchow harmoniczny

4.1. Skladanie ruchéw harmoniczny wspoétliniowych
Rozwazmy ruch punktu opisany funkcjg q(t), ktéra jest kombinacjg (suma) wspétliniowych

ruchéw harmonicznych:

q;(®) = a;(®) - sin(wjt + ¢;), qt) =q1 + g + q3 + -+,

Przypadki:

1. ruchy skladowe sa synchroniczne
Ruch wypadkowy jest harmoniczny i synchroniczny z ruchami sktadowymi. Amplituda ruchu

wypadkowego jest suma amplitud sktadowych. g ,(8) = a ;sin(w ;t+ ¢ )

;= @ = CcoNnst

Czgstos¢ kolowa w ;

Faza poczatkowa ¢ ; = ¢ = const
Amplituda a= Z a,;
J

3D -

3D

Czerwony kolor — ruch wypadkowy.
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2. ruchy skladowe sq przesuniete fazowo
Ruch wypadkowy jest harmoniczny o tej samej czgstosci (okresie) co ruchy sktadowe.

;=@ = CONSt,

Czgstos¢ kolowa w

Faza poczatkowa ¢ JEPi

Amplituda a; # a,

Przypadki szczegdlne dla dwdch ruchéw:

a) ¢,—¢ =0 a=a +a

b) 0, -, =n/2 a=.+a*+as

C) ¢,—@, =7 a = |a? + a3|

Przyktad:
Ruchy sktadowe: ¢, =7, ¢, =712, p; =27, a, =100, a, =200, a, =300,
Czerwony kolor — ruch wypadkowy.

3D -
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3. ruchy skladowe sa asynchroniczne
Amplituda ruchu wypadkowego jest zmienna w czasie, pulsuje w przedziale:

‘al —az‘gas‘ai +a2‘

Jezeli stosunki czestosci sa wymierne to ruch wypadkowy nie jest ruchem harmonicznym, ale
jest ruchem okresowym.

g,()=a;sin(wt+¢;)

Czestos¢ kotowa @ | F O,
Faza poczatkowa ¢ ; # ¢,

Amplituda a; = a,

Przyktad:
Ruchy sktadowe a, =05, @, =507, ¢, =0 a,=1 ,=1007, ¢,=0
Ruch wypadkowy: B

TEERRNEE

U
o
N
o
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Obwiednia ruchu okresowego nazywa si¢ majoranta ruchu.

Jezeli ruch wypadkowy jest ruchem okresowym, to rowniez majoranta jest funkcja okresowa,

ale oba te okresy nie muszg by¢ sobie rowne.
Przyktady:

Sinus+sinus
g,()=a;sin(wt+¢;)

a,=05 o =207, ¢ =0
a,=1 w,=1007, ¢,=0

ll /N

il
i

[

/

I
Bl

05

—
—
—
—
I ——
—<—
—
—
/’
——
E—
Z%
P
>
[

—_— |

I[N Yy PNy
| | \ \ /
o\ I NN N\
sinus+cosinus
qj(f)=ajsin(a)jt+qo/-)
Q=2 =21, ¢ =0
a,=1 =6 ¢,=7/2
/7
Ve
/7
08
= ’ \ ——
AR PSRN
2 \
' N 7 N
3 > S ~
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Pulsacje obwiedni sg szczegdlnie wyrazne, gdy amplitudy i czestosci ruchow sktadowych sa

zblizone, wtedy pojawia si¢ efekt akustyczny zwany dudnieniem.

20

15
10

05

-05
-10

-15

Dudnienie — okresowe wahanie amplitudy drgania wypadkowego zachodzace przy
naktadaniu si¢ dwoch drgan harmonicznych, ktorych czestotliwos$ci malo roznig si¢ od siebie

Zjawisko to jest zauwazalne szczegdlnie przy ztozeniu dwoch dzwigkéw, ktorych czgstosci

mato r6znig si¢ od siebie — obserwuje si¢ okresowe narastanie i zanikanie dzwieku (stad nazwa).

) m 1257 s | 8000 Hz
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4.2. Sktadanie ruchéw harmoniczny nie wspoétliniowych
Wezmy pod uwage ztozenie dwoch nie wspotliniowych ruchow harmonicznych (prostopadtych

do siebie, np. dwie fale)
q,(t) = X sin(at + )

g, (t) =Y Sin(wzt + ¢2)

1) w przypadku, gdy mamy do czynienia z ruchami o tych samych czestosciach to trajektoria
ruchu wypadkowego jest elipsa;

w zalezno$ci od réznicy faz otrzymamy

a ¢—@,=Nrx -prostg
Przyklad:
rzykta -
X=2, w=3r, ¢ =2x of
Y=3 w,=37, ¢,=x 1t
2 —ll 1 2
4t
2f
3l

1 qz qz

b) ¢ -, = -2 elipse o rownaniu _12+Y_2:1
Przyktad:

X :2, a)1:37[, ¢1:27[

Y=3, =37, p,=7/2
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2) w przypadku, gdy mamy do czynienia z ruchami o réznych czestosciach to trajektoria ruchu
wypadkowego jest bardziej ztozona — otrzymamy ruch po torze krzywoliniowym;

w zalezno$ci od czgstosci otrzymamy
a) czestosci sg wspOtmierne to ruch wypadkowy jest okresowy i tor punktu jest krzywa
zamknigta

Przyklad: o, — ¢, =x12, “* :%

@y
X=2, o=6r, =27

Y=3 w,=37, ¢,=37/2

te<01>

Przyktad: o, — ¢, =0, © _3

w, 2
X=2, w=3n, ¢ =2
Y=3 w,=2r, ¢,=2r

te<0,2>
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b) czestosci sg niewspdimierne to tor punktu nie jest krzywa zamknigta, tor jest zalezny od
stosunku amplitudy czgstosci oraz roznicy faz.

Przyktad:
X=2, w=3n, ¢ =21

Y=3 w,=27n, ¢,=1x/2

te<015>

Przyktad:
X=2, o=3n, ¢o=2rx

Y=3 w,=37, ¢,=4r/5

te<01>

Przyktad:
X=2, w=3n, ¢==x

Y=3 w,=37, ¢,=4r15

te<01>

Otrzymane przebiegi nazywamy figurami (liniami) Lissajous.
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5. Schemat dynamiczny.

Schematem dynamicznym ustroju budowlanego (konstrukcji) nazywamy schemat statyczny
uzupehniony informacjami istotnymi z punktu widzenia dynamiki.
Do informacji tych nalezy

& opis wielkosci i rozktadu mas,

& opis charakteru i rozktadu oporéw ruchu,

& opis zewnetrznych sit czynnych (sit wzbudzajacych) jako funkcji miejsca i czasu.

Stan przemieszczenia punktow masowych nalezacych do danego ustroju mozna opisaé za

pomocg pewnego zbioru wielkosci, zwanych wspolrzednymi uogélnionymi.

Wspolrzedne uogolnione sg to informacje geometryczne stuzace do opisu elementdéw pola
masSowego.

Liczba niezaleznych wspolrzednych uogoélnionych niezbednych do okreslenia polozenia
wszystkich punktow masowych w danej chwili wzgledem stanu rownowagi statycznej

nazywa si¢ liczba dynamicznych stopni swobody d.

( Punkt masowy ma dwa stopnie swobody na plaszczyznie i trzy w przestrzeni. Tarcza ma trzy \
stopnie swobody na plaszczyznie, a bryfa sze$¢ stopni swobody w przestrzeni.
Liczba dynamicznych stopni swobody uktadu zloZonego jest rowna sumie lokalnych stopni

swobody elementéw pola masowego zmniejszonej o liczbe ograniczen kinematycznych

\ natozonych przez wi¢zi nieodksztatcalne. )

W wyniku dyskretyzacji konstrukcji ciggtych, schematy dynamiczne ze wzgledu na liczbe
dynamicznych stopni swobody dzielimy na:

- uklady o jednym stopniu swobody

- uklady o skonczonej liczbie stopni swobody (uklady dyskretne)

- uklady o nieskonczonej liczbie stopni swobody (uklady ciagle)
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Przyktady uktadow plaskich o ré6znych stopniach swobody:

El —~  d=1

'

m,J
El d=2

El d=3

d=1
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T
El ()
d=1
EA
B >
El d=2

El EA
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6. Wiezi odksztalcalne.

6.1. Izolowana wiez sprezysta
Wigzi odksztalcalne nie ograniczajg ruchu konstrukeji tak jak wigzi nieodksztatcalne.

Czesto wigzi liniowo sprezyste przedstawiamy w formie ,,sprezynek”

Q

)
J A

Sztywno$cia wiezi sprezystej nazywamy stosunek uogoélnionej sity Q do odpowiadajacego jej
uogdlnionego przemieszczenia q.

k=2
q

k [N/m] - sztywno$¢ wigzi liniowej sprezystej
k [Nm/rad] - sztywno$¢ wigzi rotacyjnej sprezystej

Stosunek uogolnionego przemieszczenia g do uogodlnionej sity 6 nazywamy podatnoscia wiezi
& [m/N]

§=1
Q

& [m/N] - podatno$¢ wiezi liniowej sprezystej
6 [rad/Nm] - podatnos$¢ wiezi rotacyjnej sprezystej

Ze wzorow wynika,ze k& =1 orazk=Qgdyg=1o0razéd =qgdy Q = 1.

Zaktadamy, ze parametry wiezi sprezystych nie zalezg od czasu (uktady skleronomiczne). Wiegz

liniowa spre¢zysta gromadzi energie potencjalng odksztalcenia o warto$ci:

E, =-Qq = Skq? [Nm]

Jezeli rozpatrujemy uktad o kilku stopniach swobody, to wigzi w tym ukladzie na ogoét sa
sprezone. Wyznacza si¢ wtedy macierz podatnosci lub sztywnos$ci uktadu.
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Przyklady wyznaczonych sztywnosci i podatnosci uktadow o jednym stopniu swobody.

Q q
. > ~ QL3
| =35
L3
L _L
% =35
El _3EI
YW ER
Q _ oL
A 1= Fa
q
| L
" EA
L
L
T L
EA
N\ W\
_or
Q 1= 48E]
El
L3
— * g 0 = 18E1
| L/2 ‘ L/2 |
| | | 48E]
k=—3
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Wigzi sprezyste moga wystepowac w zestawach.

Dla uktadu réwnolegtego mamy:

Q Q
q q
Ky k» o k
S

stad:
11 1
k =k +k,, iy
Przyktad:
Q
El,L  / 7
k
EA,h
AN
48E]
1= L3
i _EA
27 h
48E]1 EA
k= kl + kz = L—3+ T
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Dla uktadu szeregowego mamy:

ky = k; ki ks,
stad:
1 1 1 kik, S—5 18
k ky k, ki +k,’ R
Przyktad:
Q
\
| qu
EA,h
El,L
. _EA
1™ h
48EI
2 = L3
§=8,+6, = h + v
— LT T2 EA T 48E]
k_1_ 1
8§ A L
EA™ %8ET
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6.2. Izolowana wiez thtumiaca

W uktadach dynamicznych moga tez wystgpowaé, oprocz wiezi sprezystych, wigzi
odksztatcalne, ktérych reakcje opisuja opory ruchu.

Najprostszym przyktadem jest thumik wiskotyczny (model Newtona). Ttumik taki reaguje sita
proporcjonalng do predkosci przemieszczenia. Wigzi opisujgce opory ruchu przyjmuje si¢ W
postaci:

Q
v ;
- Y
c T / ‘/Q
Kropka ¢ (t) oznacza pochodna po czasie, q(t) = d‘;—(tt)

Parametrem c¢ tlumika wiskotycznego nazywamy stosunek sity czynnej Q do predkosci
przemieszczenia:

C = —

e
q

Cc [ Ns/m] - parametr thumienia liniowej wigzi thumigcej
c [N ms/rad] - parametr thumienia rotacyjnej wiezi ttumigce;j

Zauwazmy, ze sity oporu bgdziemy przyjmowac jako proporcjonalne do predkosci

Q1) = cq(t)

Energia dysypowana (moc tlumienia) — energia gromadzona w ttumiku:

[ @ = %cqz ] [Nm/s]

Opor wiskotyczny wystepuje przy ruchu w plynie lepkim, przy zachowaniu przeptywu

laminarnego i przy matych predkosciach.

W przypadku drgan uktadéw mechanicznych, przy braku smarowania wystepuje opor znany
tarciem suchym (tarcie Coulomba), opisany wzorem Q(t) = B - sgn(q).

Czasami opis tarcia jest funkcja bardziej zlozona i moga to by¢ nieliniowe funkcje predkosci
zalezne od wyzszych poteg, np. tarcie turbulentne Q(t) = B - ¢2 - sgn(q).
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7. Podstawowe prawa dynamiKki.

Roéwnania ruchu ukladu materialnego, lub tez modelu obliczeniowego konstrukcji, moga by¢
wyprowadzane w rozny sposob. W czasie ruchu takiego uktadu powstajg sity bezwiadnosci.
Stad podstawowe znaczenie w dynamice ma drugie prawo Newtona, ktére brzmi:

Predkos¢ zmiany pedu punktu materialnego o masie m

Jjest rowna sile dzialajgcej na ten punkt.

P(t)

Jesli przez i1 (t) oznaczymy wektor przemieszczen masy m, a przez P(t) dziatajaca site , to

drugie prawo Newtona przyjmie postac:

a(m)=P®

gdy m = const, to otrzymuje si¢:

milzg(t) = P(t) mu(t) = P(t)
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Zasada d’Alamberta — podczas ruchu masy m pojawia si¢ sita masowa, ktorg nazywamy silg
bezwladnosci (inercji).

Site bezwtadnoéci, oznaczmy symbolem B
B =-mu
Zalezno$¢ mi(t) = P(t) mozemy zapisaé:
P(t)+B(t) =0

Rownanie okresla zasade d’ Alamberta, ktora mowi, ze

W kazdej chwili sily dzialajace na punkt materialny w czasie ruchu

spelniaja, wraz z sila bezwladnos$ci, warunki réwnowagi.

Zasada ta jest wazna takze dla ukladu o wielu stopniach swobody. Jezeli w uktadzie wystepuja
sity czynne, sily bezwtadnosci i1 sity oporu, to spetniajg one warunki rownowagi. Powyzsze
stwierdzenie jest podstawa budowy réwnan ruchu uktadéw materialnych metodami statyki.
Metoda ta nazywana jest kinetostatyczng, polega na stosowaniu metod statycznych w analizie
dynamicznej uktadéw, przy czym obcigzenia nalezy uzupehic o sity kinetyczne pojawiajace sie
dodatkowo w trakcie ruchu.

Zatézmy [zob. Langer], ze przemieszczenie U jest jednorodng funkcja zbioru wspotrzednych
uogdlnionych g;. Rdwnanie Newtona
md?u(t) -
——=P(t
nie zmienia sensu, jesli zapiszemy je w postaci:

d du(t) ou __ 6_1_1 .
E(mT)O_ql = P(t) a0 L= 1,2,3

. . . . . 1 ERrS . .,
Korzystajac z faktu, ze energia kinetyczna wynosi Ej, = 5 M, mozemy zapisac lewa strong

powyzszego rOwnania

4 (20 01 _ 05 _ 0F
dt at Jaq; dtdq, dgq;

A prawa strona wyraza sktadowe sity zewnetrznej P(t) w kierunkach wspoétrzednych g;
ou
P(t)—=P;

P; jest uogaolniongq silg zewnetrzng odpowiadajaca wspotrzednej q;.
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Wodwczas otrzymujemy rownanie

d OEy 0Ey _ .
[ o, P; , i=1,2,.. ]

znane pod nazwa réwnan Lagrange’a.

W przypadku ustrojow odksztatcalnych o zachowawczej postaci rownowagi, sktadowe sit P; sa

suma sktadowych wszystkich sil dziatajacych na ustrdj, poza sitami bezwladnosci. Zatem :
P, =F, —K; —(;

gdzie:

F; — sktadowe zewngtrznych czynnych

K;— sktadowe reakcji wigzi sprezystych uktadu

C;- sktadowe sit oporow ruchu (reakcji thumikow)

czyli

gdzie:
L - praca zewnetrznych sit czynnych (w sensie pracy przygotowanej)
E,- energia potencjalna odksztatcenia

@- funkcja thumienia (wymiar mocy), @ = %cqz

Ostatecznie rownania Lagrange’a dla ustroju budowlanego maja postac:

d 0E, 0E, 0® 0E, 9L

: +—Ft—"=— i=12,..,n
dt a4, dq; 094, 0dq; 0q;

lub w notacji wektorowej:

d . _ . _ _
g7 9rad Ex(q) — grad Ex(q) + grad @(g) + grad E,(q) = grad L(q)

gdzie:

Ex - energia kinetyczna uktadu
Ep - energia potencjalna uktadu
@- funkcja thumienia

L- praca sit zewnetrznych
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W przypadku matych drgan, energia kinematyczna nie zalezy od przemieszczen uogélnionych, a
wiec:
0E}
— =0, dE.(q;)=0
34, grad E(q;)

Uklad réwnan opisujgcych ruch dowolnego ustroju budowlanego wykonujgcego mate

drgania opisane zbiorem wspotrzednych uogolnionych q; maja postac:

( daEk_I_aCD_I_OEp oL 12 \
. . . = T l=1,4,..,n
dt ¢, 9q, dq; 0q;

lub

d . .
—grad E(q) + grad ®(q) + grad E,(q) = grad L(q)

\ dt

Do budowania rownan ruchu uktadu mozna takze wykorzysta¢ zasade Hamiltona lub zasade
prac przygotowanych.[zobacz np. Chmielewski]
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8. Uklady o jednym stopniu swobody.
Rozpatrzmy drgania liniowe uktadu o jednym stopniu swobody

F(t)
\J
"
_md |
| at)
kq — 1| cq

Uktad sktada si¢ z masy m i spr¢zyny o sztywnosci k oraz ttumika o parametrze c. Drgania
wzbudzone sg sitag F(t). Drgania rozpatrujemy wzgledem warunkéw rownowagi (w kazdej
chwili sity dziatajace na punkt materialny w ruchu spetniajg wraz z silg bezwladnosci rownania
rownowagi).

F+(—mgG)—kq—cq=0

Rozpatrujac réwnowage sit dziatajacych na drgajaca mase m otrzymuje si¢ réwnania

roézniczkowe:

{ mq(t) + cq(t) + kq(t) = F(t) ]

8.1. Modelowanie ukladéw o jednym stopniu swobody.
Kazdy uktad 1DOF mozna zastgpi¢ schematem ideowym, dla ktéorego mozna sporzadzi¢ bilans
energetyczny.

1 .2

1 . 1
E, = Equ’ d = Ecqz, Ex =5mq
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Energia kinetyczna punktu materialnego
Energie kinetyczna punktu materialnego okresla wzor:

ul

u2

1, ... 1 .. 1
[Ek=E(mﬁ)-ﬂ=zmﬁﬁ=zm(uf+u§) ]

gdzie u; i U, sg ortokartezjanskimi wspélrzednymi predkosci punktu.

Energia kinetyczna tarczy materialnej

Mozna wykaza¢, ze w ruchu plaskim tarczy materialnej energia kinetyczna jest rowna:

1
[ Ey = 5 (mid + mij + Joui3) ]

gdzie:

m - masa tarczy
Jo- centralny biegunowy moment bezwtadnosci masy

14, U, - wspoOhrzedne predkosci translacyjnej srodka masy
U3 - predkosc¢ rotacyjna

Przyktadowo dla prostokatnej tarczy masowej:

Ey =5 (mu? +mi + Jou2)

ul m — masa

=
NN

<

= -
]

Jo — centralny biegunowy moment bezwltadnosci obrotowej masy m

p — gestosé [kg/m?]

m= p-b-h[kg]

oty = p(l 4 1) = bh3+hb3 m bh3+hb3
Jo=prlo =pllethy)=p\Tt0 )=\ 12 v 12

L

=M 242
1 (h* + b?)
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Energia masy rozlozonej

\ L |

| |

., _m k_g
Gestos¢é masy A = ; [m
! 1 L 1.1 1mL? 1
E — —d -2:|=_Af Zd 2 2 — _L3'2=_ 22— _.T1./42
o= | [pamear] =32 | eax@ra = 325000 = 350 = 50

PrzypadkKi

| L | L2 ‘ L/2 |

\ | \ \ \

mL? mL?
J= /=
A
y
gh
dm
[ | Uy
U, h

\/

=

Gestos¢ ,u=% 7

Ex = [[2m@u +1u3) =2 [ [ [udxdy((x)* + )] = 2u f; [, [(x* + y»)dady - §2] =

T AP
2H 3+3]q_2]q
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8.2. Zagadnienie wlasne.
Rozwigzaniem zagadnienia wlasnego nazywamy w dynamice budowli ustalenie okolicznosci, w

ktorych rownanie ruchu pozbawione sktadnikéw reprezentujacych opory ruchu (przyjmujemy
uktad zachowawczy, tzn. niettumiony) oraz sktadnikdéw reprezentujacych site wzbudzajaca,
moze mie¢ niezerowe rozwigzanie.

Poszukiwana jest wigc catka rownania
mq(t) + kq(t) =0
Funkcja q(t) opisuje tzw. drgania wlasne ukladu.

Podstawiajac g = e** otrzymamy réwnanie charakterystyczne

mA>+k=0
ktorego pierwiastkami sg liczby zespolone
L =iw, A = —lw,
gdziei =vV—-1, w? = k/m.
Calki szczegdlne rownania jednorodnego wynoszg e'®t i e 1@t
Catka ogdlna réwnania jednorodnego ma postac

q(t) = C et + C et

Jezeli uwzglednimy wzory Eulera
iwt

e = cos wt + i sin wt

et = cos wt — i sinwt
to catke og6lng réwnania mozna zapisac
q(t) = g5 sinwt + q, cos wt = a sin(wt + @)
gdzieqg i g, lub ai ¢ sg dowolnymi statymi. q(t) jest funkcjg harmoniczna.

(zobacz - rozdziat 3.1)

[

Stacjonarny, harmoniczny proces opisany funkcja
q(t) = q, sin wt + q. cos wt = a sin(wt + @)
nazywamy drganiami wlasnymi.

G(t) + w?q(t) =0
\_ G() + wq(t) )

gdzie:

W= \g - Jest czestoscia wlasng ukladu [rad/s]
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Drgania wiasne uktadu zachowawczego sg procesem harmonicznym z czestoscig kotowa

w = /k/m. Czgstos$¢ drgan wilasnych jest cechg indywidualng uktadu.

Okres drgan wtasnych
2
T =—1Is]
Czesto$¢ naturalna (czestotliwosé wlasna)
f =4 [HI]
T
qlt)
2 a
1 2 4 5 t

o | a

W praktyce operuje si¢ czesto pojeciami technicznymi

1 s

f= 7= % — czestos¢ fizyczna [c/s=Hz]
60 L. . .

n=60f= — ~ CTgstos¢ techniczna [c/min]

¢ — ilo$¢ cykli [obr/min]
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Przyklady do rozwigzania
Kazdy uktad 1DOF mozna zastapi¢ schematem ideowym, dla ktérego znane jest rozwigzanie

problemu drgan wtasnych

F(t)
v

Dynamiczne r-nie ruchu

mg(t) | + le'I(t) + |kq(t)| =l F(t) l

tlumienie sztywnos¢ sita wymuszajaca

_1 1 . _1 .2
EP_Equ’ <D—Ecq2, Ex =-mq

Drgania wlasne

uklad niettumiony

mg+kq=0
q(t) = qssinwt + g, cos wt , w =.k/m
uktad tlumiony

mg+cqg+kq=0 ,inaczej§+ 2awq + w?q =0
w=+k/m, a=c/2Vvkm
W uktadach 1DOF charakteryzujacych si¢ statyczna wyznaczalnoscig (nn=0) nalezy wyznaczac¢

bezposrednio podatnos¢ §, za$ charakteryzujacych si¢ geometryczng wyznaczalno$cig w sensie

dynamicznym (ngq=0) wyznacza si¢ bezposrednio sztywnos$¢ k .

e = kgq — < 5 = g — 20
I ! T Q0 sy
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Przyktady z odpowiedziami do rozwigzania
Znalez¢ czestos¢ kotowa drgan wiasnych dla uktadow

48E1

mL3

L/2 L/2

d Y
N
|
!

% - mQ w = 3E1

\ mL3
NN\
EA
L _ |EA
©= L
¢
; El /\m t
e N
1 U N 192EI
W= |—
L/2 | L/2 mL3
|

Strona 42
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8.3. Drgania swobodne.

8.3.1. Drgania swobodne niettumione.
Drgania wlasne nie zachodza w rzeczywistosci. Jest to tylko matematyczny opis dyspozycji

ustroju — mozliwosci ustroju do wykonywania takich drgan. Aby ruch ukladu faktycznie
zaistnial — musi by¢ bodziec. Jezeli go znamy, to stale qs i1 g, lub ai¢ mozemy wyznaczy¢.

Takim bodzcem jest zaburzenie poczatkowego stanu roéwnowagi, czyli nalozenie warunkow

poczatkowych

q(0) = qo

q(0) = g,
Wowczas
q(t) = qssinwt + g, cos wt q(0) = qo = qc
q(t) = g5 w cos wt — q, w sin wt q(0) =q, = qsw
G(t) = —q;w? sin wt — q, w?*cos wt = —w?q(t)

Po obliczeniu statych g, i q. otrzymuje si¢ funkcje q(t) opisujaca tzw. drgania swobodne

ukladu niettumionego

Roéwnanie q(t) =%sinwt+qo cos wt opisuje drgania swobodne uktadu, czyli drgania

wywolane wylacznie poczatkowym zaburzeniem stanu rownowagi.

Przechodzac do zapisu zwinigtego q(t) = a sin(wt + @) otrzymuje sie:

52
a= /q—°+q§, ¢ = arctg 12
w do
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8.3.2. Drgania swobodne ttumione.
Réwnanie rozniczkowe:

mq(t) +cq(@) + kq(t) =F(@) =0
Funkcja q(t) opisuje tzw. drgania swobodne ukladu ttumionego
Po podzieleniu przez m otrzymuje sie:

G(t) + 2awq(t) + w?q(t) =0
gdzie:

w = % - jest czestoscig wlasng uktadu

d=aw= ﬁ (¢ K1) - jest wspotczynnikiem thumienia.

. . . cC . ..
Wielkos$¢ a = ST Nazywamy liczbq ttumienia.

Oznaczajac

w3 = w?(1 — a?) jako ttumiong czestoscig wlasng.

dla @ < 1 otrzymuje si¢ rozwigzanie w postaci:
q(t) = e™*Y(C; sinwgyt + C, cos wyt) = ae “@sin(wgyt + @)

Funkcja opisuje ruch quasi-harmoniczny, zanikajacy z modulacja amplitudy ae ~*®t.
Niech w chwili t = 0 znane sg warunki poczatkowe:
q(0) =g,
CI(O) = 4o
Po uwzglednieniu warunkoéw poczatkowych otrzymamy
q(t) = e™*Y(C; sinwyt + C, cos wyt)
q(O) =qo = (3

—awt

q(t) = —awe *t(C; sinwyt + C, coswyt) + e w4(Cy cos wyt — C, sinwyt)

q(0) =g, = —awl, + wyCy

a

stad C; = Z—Z+ﬁq0
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Po podstawieniu otrzymuje si¢

—awt

q(t) = e *Y(C; sinwgyt + C, cos wyt) = ae sin(wgt + @)

gdzie

1 N N
a = =\ w?q§ + 4§ + 2awqodo

awdqo + qo

Zauwazmy, ze drgania swobodne zanikaja wykladniczo wraz z uptywem czasu. Ruch
opisywany funkcjami jest quasi-harmonicznym ruchem zanikajagcym, modulowanym funkcja
—awt

wykladniczg e
(zobacz - rozdziat 3.2)

Drgania wlasne uktadu ttumionego sq procesem quasi-harmonicznym, zanikajgcym zgodnie z
Sfunkcjg wyktadniczq.
Thumiona czgsto$¢ wlasna i odpowiadajacy jej okres wlasny okreslne sa zwigzkami:

( wg=wyl—a? < w \

_27r_ T
Wg V1 —a?

Tq
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Thumienie odpowiadajace a = 1 nazywamy ttumieniem krytycznym, a gdy a >1 nazywamy
tlumieniem nadkrytycznym.

Jezeli @ > 1 to ruch jest aperiodyczny, nieoscylacyjny, nie ma charakteru drgan. Wychylenie po
przekroczeniu maksimum maleje do zera (asymptotycznie). Drgania aperiodyczne.

W konstrukcjach budowlanych o «1 i ten przypadek zostanie opisany.

Rozwigzanie mozna przedstawi¢ w postaci:
q(t) = age”**tsin(wyt + @,)

Gdzie amplituda a, i faza ¢, okreslone sg zaleznosciami:

.2
awqo + qo
aoz\/qg-l_( (O] >

tG0, = QoWq
* " awqo + 4o
Zauwazmy, ze stosunek:
qt) age *®sin(wyt + @q)

= g~ awTg

qt +T,) age % EHTd)sin[w,(t + Ty) + @]

nie zalezy od czasu t 1 jest rowny stosunkowi dwoch kolejnych maksymalnych wychylen.
Parametr thumienia mozna wyznaczy¢ do$wiadczalnie badajac stosunek wychylenia q(t) do
wychylenia q(t + T,), po okresie T;. W wyniku pomiaréw oblicza si¢ wielkos¢ bezwymiarowa

nazywang logarytmicznym dekrementem ttumienia

q(t) T 2na
=ln————=awl; = ——
q(t+Ta) T V1—a?

Wielko$¢ ta okresla odwrotnos¢ liczby cykli, po ktorej amplituda drgan zmniejszy si¢ e razy.

Gdy a «1 mozna przyjaé
[ Y = 2na. ]
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Liczbe ttumienia okresla wzor:

9 9 .
a = Nrrner =~ pyn gdy 9 jest mate

W konstrukcjach budowlanych liczba ttumienia jest na ogot utamkowa, znacznie mniejsza od
jednosci 1 thumienie nadkrytyczne na ogét nie wystepuje.

Wielkos$¢ a wyrazona w % wyraza ,,procent tlumienia krytycznego”.

W normach do opisu ttumienia uzywa si¢ bezwymiarowego wspétczynnika ttumienia

y =2a

Konstrukcje o 4
Stalowe | 0,005-0,0125 | 0,010-0,025

Drewniane | 0,015-0,025 | 0,030-0,050
Murowe 0,020-0,040 | 0,040-0,080

Zelbetowe | 0,025-0,050 | 0,050-0,100

Zrodto — Langer s. 23

Przykladowe warto$ci z norm

* PN-EN 1991-1-4:2008 Eurokod 1. Oddziatywania na konstrukcje. Czes¢ 1-4:

Oddziatywania ogolne. Oddziatywania wiatru.
z tabeli F.2 odczytujemy wielkosci logarytmicznego dekrementu thumienia konstrukcyjnego

drgan w pierwszej (podstawowej) postaci, wynoszace odpowiednio:
0,02 dla konstrukcji spawanych,

0,03 dla konstrukcji taczonych na $ruby wysokiej wytrzymatosci
0,05 dla konstrukcji fgczonych na $ruby zwykte.

Wg normy PN-77/B-02011 Obcigzenia w obliczeniach statycznych. Obcigzenie wiatrem.
stosowane byty wielko$ci logarytmicznego dekrementu thtumienia konstrukcyjnego drgan réwne:
0,06 dla konstrukcji spawanych
0,08 dla konstrukcji tgczonych na sruby.

zalecenia IASS (International Association for Shell and Spatial Structures) podaja
nastepujace wielkosci liczby ttumienia (utamka thumienia krytycznego):

0,012 dla konstrukcji spawanych,
0,02 dla konstrukcji skrecanych na sruby wysokiej wytrzymatosci

0,03 dla konstrukcji skrecanych na sruby zwykte,
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Rodzaje ttumienia.
A. Model ttumienia masowego

Thumik wiskotyczny reprezentuje zarowno tlumienie zewngtrzne (np. opér powierza) jak i
thumienie konstrukcyjne. Mozna przyja¢, ze opory ruchu sg proporcjonalne do pedu masy, a

wiec:

gdzie:

1L - jest wymiarowym parametrem tlumienia, [s™].

W tym przypadku mamy:

_ M -
6—aw—2 (a Za))
¢ um _pu
Y Vk-m Vk-m
5 c u-m k u
=aw = = v —_ ==

2Vk-m 2Vk-m m 2

Ze wzrostem czgstosci ttumienie maleje.

B. Ttumienie Voigta-Kelvina

Thumienie reologiczne, materiatowe. Mozna przyjaé, ze thumienie ma charakter wewngtrzny -

(]

K - jest wymiarowym parametrem thumienia [S], czgsto nazywany czasem retardacji.

konstrukcyjny przyjmujac:

gdzie:

W tym przypadku mamy:

_ K 5 _ kw
6—aw—2w (a—z)
c kk

Y Vk-m Vk-m

5 c kk k kK 5
=aw = ‘W= C—==w
2Vk -m 2Vk-m m 2

Ze wzrostem czgstosci thumienie rosnie.
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C. Wariant kombinowany

ma postac:

[c=|<k+um ]

2

W tym przypadku mamy:

0 =aw =

a=%(%+xw)

c kk + um
= s =£+Kw

y_\/km_ Vvkm w

NIR

LK
Sw
2

D. Ttumienie state (model Sorokina, model statego dekrementu)

Badania do$wiadczalne wskazuja na to, ze wlasnosci ttumiace konstrukeji zaleza gtéwnie od
materialu, z jakiego konstrukcja jest wykonana (np. stal, zelbet, drewno). Okreslonemu
rodzajowi konstrukcji odpowiada bezwymiarowy wspotczynnik tlumienia y [zobacz 8.2.2],

ktory jest ,,stabo” zalezny od czestosci wlasnej w.
Yy = const
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8.4. Drgania wymuszone.
Przyktady wymuszenia drgan:
2 drgania wzbudzone harmonicznie
(zob. np. Osinski — rozdzial 4.1)
2 drgania wzbudzone sitg okresowa niecharmoniczna
(zob. np. Gutowski, Swietlicki — rozdzial 3.3)
2 drgania wymuszone bezwtadnosciowo
(zob. np. Osinski — rozdziatl 4.6)
2 drgania wywotane impulsem
(zob. np. Lipinski — rozdziat 2.3)
2 drgania wymuszone kinematyczne
(zob. np. Osinski — rozdziat 4.7)
2 drgania przy wymuszeniach stochastycznych
(zob. np. Sniady - rozdzial 6)

Dalej przeanalizowano tylko drgania wzbudzone harmonicznie.
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8.4.1. Drgania ukladu niettumionego wymuszone harmonicznie.
Niettumione drgania uktadu o jednym stopniu swobody dla uktadu sktadajacego si¢ z masy m i

sprezyny o sztywnosci k maja posta¢ rownania
mq(t) + kq(t) = f(t)
§() + w2q(t) = —f (1)
Niech drgania uktadu wzbudzane sg harmonicznie silg
f(t) = asin(pt + ).

Woéwcezas réwnanie ruchu ma postac:

i) + w?q(t) = —sin(pt + ¢)
gdzie:
a - jest amplitudg wzbudzenia
pt+¢ - jest fazg drgan harmonicznych
@ - jest fazg poczatkowa, najczesciej przyjmuje si¢ =0 lub ¢ = %

p - jest czestoscia wzbudzania [rad/s]

W= \g - jest czesto$cig wiasng uktadu [rad/s]

Jest to rownanie r6zniczkowe zwyczajne, liniowe, drugiego rzedu, o stalych wspotczynnikach,
niejednorodne.

Rozwigzaniem roéwnania jest suma catki ogdlnej spetniajacej odpowiednie réwnanie jednorodne
oraz catki szczeg6lnej spetniajacej to rownanie.

Rozpatrujemy drgania ustalone uktadu (catka szczegdlna). Rozwigzania poszukujemy w postaci:

qs(t) = Asin(pt + ¢)

Po podstawieniu, otrzymuje si¢ amplitude drgan A:

a
[ A_mwwh ]
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bedacy z definicji wzgledna czestoscia wzbudzania.

Wprowadzmy parametr

Przemieszczenie statyczne oznaczmy

_a
st = 7,

Wtedy amplituda ma postac:

_ a _ a _ a _ qst
T omw?-p?)  me2(1-n?)  k(1-n2)  (1-12)

stad rozwigzanie dla ustalonych drgan harmonicznych wynosi:

qs(t) = m(w+_p2)5in(10t +¢) = sin(pt + ¢)

a
k(1-n?)

Nastepnie otrzymujemy:
. a 1
q(t) = C; sinwt + C, cos wt + m(T_pz)Sln(Pt + )

Przyjmuje si¢, ze w chwili poczatkowej uktad byt w spoczynku, a wigc warunki poczatkowe
miaty postac:

q(0) = q,

q(0) =4,

state C; i C; wyznacza si¢ z warunkdéw poczatkowych, otrzymujgc rozwigzanie w postaci:

gocoswt + %Sina)t

%Sin(pt + @)

drgania swobodne qo drgania swobodne f(t)  drgania wymuszone f(t)
(jezeli warunki poczqtkowe sq zerowe to drgania nie istniejq)

wszystkie sktadniki sg harmoniczne
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Jezeli p~ w

Zauwazmy, ze amplituda drgan dazy do nieskonczonosci, gdy czgstos¢ wzbudzania zbliza si¢ do
czestosci wlasnej o uktadu, a wiec uktad wpada w rezonans.

.»Rezonans — zjawisko fizyczne zachodzace w uktadach drganiowych, polegajace na szybkim
wzro$cie amplitudy drgan uktadu, gdy czestotliwo$¢ zewnetrznych drgan wymuszajacych jest
rowna lub bliska czestotliwosci drgan wiasnych uktadu".

==) ,Leksykon naukowo-techniczny” WNT Warszawa 1984r:

Gdy uktad drgajacy o bardzo stabym tlumieniu pobudzany jest drganiem o czestotliwosci
zblizonej do jego czgstotliwos$ci rezonansowej, uktad okresowo pobiera 1 oddaje energie
zmieniajgc amplitude¢ cyklicznie co okre$lane jest jako dudnienie.

(zobacz - rozdziat 4.1)

Rezonans jest bardzo NIEBEZPIECZNY, poniewaz wzrost amplitudy drgan doprowadza
bardzo szybko do ich zniszczenia.
Przeciwdzialanie wystgpowaniu rezonansu:

& unikanie wymuszania sitami o czgstosciach bliskich czestosci wtasnych uktadu ,

& tlumienie drgan.

Przyktad

ipedia.org/wiki/Millennium Bridge, London

,Millennium Bridge” zwany takze ,,London Millennium
Footbridge” jest stalowa, powieszong ktadka nad Tamiza
w Londynie. Catkowita dlugo$¢ tego trojprzestowego
obiektu wynosi 370 m, natomiast najdtuzsze przesto ma
Wznoszenie obiektu rozpoczgto w 1998 roku, a jego
otwarcie miato miejsce 10 czerwca 2002 roku. Obiekt
Y zostal zamknigty dwa dni po otwarciu, poniewaz pojawily
| si¢ niespodziewane drgania poprzeczne. Ustalono ze
| drgania wystepujg na wskutek zjawiska, polegajacego na
~ tym, ze przechodzacy przez obiekt piesi nieSswiadomie
- synchronizowali swoje kroki poglebiajac w ten sposéb

' drgania boczne konstrukcji. Powodowato to
kazdorazowe zwigkszenie amplitudy drgan, czyli
rezonansu.

Wl hitps://www.youtube.com/watch?v=gQK215720SU
https://www.youtube.com/watch?v=SQEA]j291kNU
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8.4.2. Drgania ukladu ttumionego wymuszone harmonicznie.
Thumione drgania uktadu o jednym stopniu swobody wzbudzone sita f(t) mozna przedstawic

jako drgania oscylatora 0 masie m, wiezi sprezystej o sztywnosci k i thumika wiskotycznego o
charakterystyce c.
Przyjeto, ze sita w wiezi sprgzystej jest proporcjonalna do przemieszczenia, a sity oporu sa
proporcjonalne do predkosci przemieszczenia.
Rozpatrujac rownowage sit dziatajacych na drgajacg mase, otrzymuje si¢ rOwnanie
roézniczkowe:

mg(t) +cq(@) + kq(@) = f(t)
Po podzieleniu przez m otrzymuje si¢:

§(t) + 2awq(0) + w2q(t) = —f (1)
gdzie:

w = \/g - jest czestoscig wlasng uktadu
§=aw = i (a K 1) - jest wspolczynnikiem tlumienia.

. il C . ..
Wielkos$¢ a = 7 hazywamy liczbg Humienia.

lub
§(t) +ywd(t) + wq(t) = — £ (£)

gdzie y = 2a jest bezwymiarowym wspdtczynnikiem ttumienia.

W celu znalezienia calki ogdlnej rozpatrujemy réwnanie jednorodne:
G(t) + 2awq(t) + w?q(t) =0
Rozwigzania poszukujemy w postaci:
q(t) = e7*q(t)
Po podstawieniu i1 wykonaniu odpowiednich rézniczkowan, otrzymuje si¢ rdéwnanie

rézniczkowe jednorodne okres$lajace funkcje G (t):

q(t) + wiq(t) =0
gdzie

w3 = w?(1 — a?) - jest umionq czestoscig wlasng.
Rownanie jest analogiczne do réwnania drgan niethumionych. Stad ostatecznie otrzymuje si¢

rozwigzanie w postaci:
q(t) = e *Y(C; sin wyt + C, cos wyt)
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Jezeli drgania uktadu wzbudzane sg sitg harmoniczng , to r-nie ruchu ma posta¢
mg + cq + kq = F; sinpt + F. cos pt

Rozpatrzmy drgania ustalone.

Poszukujemy je w postaci harmonicznej o czgsto$ci wzbudzania p:

q(t) = g5 sin(pt + @) + g cos(pt + ¢)
Po podstawieniu q(t) = g, sin(pt + @) + q. cos(pt + ¢) do réwnania ruchu

G(t) + 2awq(t) + w?q(t) = %2 (F; sinpt + F, cos pt), otrzymuje si¢ algebraiczny uktad
dwoch rownan:
qs(w? = p*) — q.2awp = Fs%z

2
2awpqs + qo(w? —p?) = F. =~

Wprowadzajac oznaczenie | n = % wzgledna czestos¢ wzbudzania

gdzie
p — czegstos¢ wymuszenia (wzbudzania)
o — czgstos¢ drgan wiasnych

Woweczas poprzedni wzor mozna przedstawi¢ w postaci:

F,
qsny + q.(1—n?) ==

Po rozwigzaniu tych rownan otrzymuje sig:
qs = AFs + BF,
q. = —BF; + AF,

Fs
as(1 —n*) —qeny =7
k

gdzie
A= %(1 —n?)v3 iB = %nyvft oznaczaja podatnosci dynamiczne ukladu zalezne od
czestosci wzbudzania i thumienia,

gdzie v, - jest nazywany wspétczynnikiem dynamicznym, wspolczynnikiem wzmocnienia
1

B \/(1 —1?)2 + 4a?n?

Vg

Wprowadzajac oznaczenie

n
= arct
\Ij g 1 _ T’Z
V - Jest nazywane przesunigciem fazowym, inaczej opoznieniem fazowym

otrzymuje si¢ rozwigzanie

Vg
k

Vg

q(t) =" Esin(pt — y) + -~ F; cos(pt — )
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Amplituda drgan wynosi

v 2 v 2 v v
amq=](st) +(FE) =@+ @) = FamF

Przebieg drgan jest odwzorowaniem przebiegu sity wzbudzajacej F(t) = F; sinpt + F_ cospt
¥
1-n2

z opdznieniem fazowym y = arctg 1 modyfikacja amplitudy am q = U?d amF.

1
JA-1?)2+4a2n?’

czyli wspotczynnik dynamiczny jest miarg efektow dynamicznych wymuszenia.

Im wiekszy wspotczynnik dynamiczny vy = tym wigksza jest amplituda drgan,

Wykres wspotczynnika dynamicznego v, w zaleznosci od wzglednej czgstosci wzbudzania n
nazywa si¢ krzywg rezonansowq.
Zjawisko czystego rezonansu nie zajdzie, gdyz amplituda przemieszczenia w uktadach z

thumieniem nie wzrasta do nieskonczonosci.

Jednak osigga najwicksze wartosci dlan = % =1.

Ponadto, w zaleznosci od wartos$ci ilorazu 77 drgah méwimy o:
n>1 —niskim strojeniu konstrukcji,

n <1 —wysokim strojeniu konstrukcji.

Przypadek m = 1 oznacza ze p = @ czyli czgstos¢ wzbudzenia rowna jest czestosci wlasnej
uktadu (jest to stan rezonansowy).

1
J(1-n2)2+4a2n?

Woéwczas wspotczynnik dynamiczny vz =

. 1
Wynosi: v, = —

¥n
1-n2"’

a przesuni¢cie fazowe y = arctg

_ T

wynos iy, = .

1

Maksymalng warto$¢ wspotczynnik dynamiczny Ug przyjmuje vp,q, = Py ey

dlan=v1—-2a?2<1.Dlaa<1 vpye > V.

Zauwazmy, ze gdy o « 1 roznica miedzy v, i Up,q, S8 pomijalnie mate.
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n = % wzgledna czestosé wibudzania

T, —
5 Va-n?12+37n?

n <1 - wysgkie strojenie konstry

Y

el . ged

] Ey =7
=0.00 “ Vi-iax®
et -l ) wystgpuje przy Num=¥1-%12

— —— migjsce geometryczne punktow Vmax |
dla réznych wartoscl gy

1 i © y=010

n

& ¢

\
i
|
i

DU SO i

|
M > 1| - nisKie strojenie kiLnjtrukcji,

|
|
|
|
|
|l

20 S

Wykres wspolczynnika dynamicznego dla ukladow ttumionych [S.76 Lipinski]
1

A=)y

Ug

n <1 —wysokie strojenie konstrukcji n > 1 —niskie strojenie konstrukcji,

Wykres kqta opéznienia fazowego [5.29 Langer]

y = arctg

)4
1—n2
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9. Ocena szkodliwosci drgan.

9.1. Wplyw dran na konstrukgcje.
Wplyw drgan na konstrukcje pojawia si¢ jako dodatkowe naprezenie sumujace si¢ z

naprezeniami od obcigzen statycznych, z uwzglednieniem zme¢czenia materiatu.

Uproszczone zasady projektowania z uwzglednieniem zmeczenia

Wszelkiego rodzaju budowle muszg by¢ tak zaprojektowane aby byly spelnione warunki:
A. warunek sztywnosci

B. warunek wytrzymalosci

C. warunek ekonomii

Prawidlowo zaprojektowana konstrukcja powinna spetnia¢ podstawowe dwa warunki:

1. Przemieszczenia powinny by¢ mniejsze od pewnych granicznych przemieszczen
dopuszczalnych (dotyczy to =zaréwno przemieszen statycznych, statycznych plus
dynamicznych lub tylko dynamicznych).

Przemieszczenia dynamiczne otrzymuje si¢ w wyniku rozwigzania rownan ruchu.
2. Stan wytezenia konstrukcji powinien by¢ mniejszy od dopuszczalnego stanu wytezenia.

(napr¢zenia powinny by¢ mniejsze od naprezen dopuszczalnych).
Stan wytezenia konstrukcji jest sumq wytezenia statycznego powstalego w wyniku dzialania

cigzaru wlasnego i obcigzen uzytkowych oraz wytezenia dynamicznego.

Naprezenia dynamiczne w wyniku zmian wywolaja zmeczenie materialu (zmeczenie
wysokocyklowe). W wyniku cyklicznych zmian wytezenia statyczna wytrzymalo$¢ materiatu
R, zmniejsza si¢ wraz ze wzrostem liczby cykli i przy pewnej ustalonej duzej liczbie osigga
warto$¢ R, zwanej wytrzymalos$cia zmeczeniowa.
R

Wspdltczynnik zmeczeniowy ( = R—O >1

z
nazywamy podstawowym wspoélczynnikiem zmeczeniowym dla cyklu symetrycznego.
R, - statyczna wytrzymatos¢ materiatu
R, - wytrzymatoscig zmeczeniowq.
W wigkszosci przypadkow mamy zlozone stany naprezen, —statyczno-dynamiczne,

charakteryzujace si¢ asymetrig cyklu.
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W regularnym cyklu symetrycznym wyrdézniamy statyczny skladnik naprezenia os oOraz

amplitud¢ symetrycznego sktadnika dynamicznego og:

Cs - statyczny sktadnik napreZenia

Os = E Iamax + Uminl

G4 - amplituda symetrycznego sktadnika dynamicznego
1
Ogq = E |0max — Ominl
Warunek wytrzymatos$ciowy Omax < O

o — dopuszczalne napr¢zenia [zobacz s. 44 Langer]
1 4 (1 1)
0 ==0 —=]ao
¢’ ¢

gdzie g, — dopuszczalne naprezenia statyczne.

Warunek wytrzymatos$ci ma postac:

1 1
|amax| =05+t 04 < EGO+(1_E)0-S

gdzie

0, - napr¢zenie obliczeniowe (dopuszczalne) przy obcigzeniu statycznym
os - statyczny sktadnik napr¢zenia

oy - amplituda symetrycznego sktadnika dynamicznego

¢ - podstawowy wspotczynniki zmeczeniowy dla cyklu symetrycznego.

Po przeksztatceniach
os +{og < oy
Mozna zapisa¢ to w innej formie

o
|Umax| < (_j = Opr

os+{0g

gdzie (. = " jest zredukowanym wspolczynnikiem zmeczeniowym, uwzgledniajgcym

OsT0q
asymetri¢ cyklu.
1<{. <¢

Jest to uproszczona teoria wytrzymatosci zmeczeniowej, w rzeczywistosci zagadnienie jest duzo

bardziej ztozone.
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Do oceny szkodliwo$ci drgan przemyslowych na konstrukcje wprowadzone zostaly rozne
sposoby ich kwalifikacji na podstawie m.in. specjalnych wskaznikow i jednostek miary, np.
Skala oceny drgan Zellera
x =T-(am§)? [em?/ 5]

gdzie
x - wskaznik wstrzasu
T - okres drgan
am{ - amplituda przyspieszen drgan
Dla drgan harmonicznych :

q(t) = a-sin(wt + @)

. 2 _ 42
amq = aAw —aF

x = 2nw3a?

Czgsto wykorzystywany jest logarytmiczny wskaznik wstrzasu

S= 101g){i [vibr]
0

Xo = 0,1 cm?/ s3 jest warto$cig porbwnawczg (progiem czulo$ci) przyjeta na podstawie
pomiarow.
Dla drgan harmonicznych :
S =101g(20mw3a?)
Na podstawie wskaznika S zostata sporzadzona skala oceny szkodliwo$ci drgan w postaci

tablicy:
grupa x [em?/s®] S [vibr] wptyw drgan na konstrukcje
okreslenie wstrzasu skutki
I 0,1-1 0-10 | ledwo odczuwalne -
I 1-10 10-20 | stabo odczuwalne zarysowania tynku
i 10-100 20-30 | $rednio odczuwalne zarysowania muru
v 100-1 000 30-40 | silne wstrzasy odpadanie tynku, pekanie muru
\Y 1 000-10 000 40-50 | bardzo silne wstrzasy ciezkie uszkodzenia $cian no§nych
VI > 10 000 >50 | katastrofalne wstrzasy katastrofa budynku
Zobacz np

e PN-B-02170 Ocena szkodliwo$ci drgan przekazywanych przez podtoze na budynki
(zastepujgca PN-85/B-02170)

e PN-EN 1997-1:2008 Eurokod 7 -- Projektowanie geotechniczne. Czgs¢ 1: Zasady ogolne
(zastepujgca PN-80/B-03040 Fundamenty i konstrukcje wsporcze pod maszyny -
Obliczenia i projektowanie)

e PN-EN 1991-2:2007. Eurocode 1: Oddzialywania na konstrukcje. Czg$¢ 2: Obciazenia
ruchome mostow. 2003

e PN-EN 1998 Eurokod 8: Projektowanie z uwagi na zagrozenia sejsmiczne. (W . ang)
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9.2. Wplyw dran na czlowieka.
Opracowano rézne metody oceny wpltywu drgan na cztowieka m.in. w zaleznos$ci od zrodia
drgan, m.in. metoda Zellera

gdzie

MI=10Ig

do

amgq — amplituda predkosci drgan [cm/s]

amq

Strona 61

do = 0,0316 cm/s - predkos¢ drgan na granicy odczuwania ich przez cztowieka
Jednostka 1 pal -1 =1 dla g, = 0,0355 cm/s

Dla drgan harmonicznych :

q(t) = a-sin(wt + @)

amg = aw = a—

21
T

grupa liczba paléw intensywno$¢ drgan charakterystyka drgan i ich skutki

| 0-10 ledwie odczuwalne na granicy odczuwalnosci;
zaleznie od pozycji ciata

1 10-20 dobrze odczuwalne odczuwalne wyraznie
w kazdej pozycji ciata

I 20-30 silnie odczuwalne w budynkach nie do zniesienia dla ludzi,
wstrzasy od ruchu ulicznego

v 30-40 silne wstrzasy drgania od maszyn i ruchu ulicznego ucigzliwe dla ludzi;
lekkie szkody w budynkach mieszkalnych

\ 40-50 bardzo silne wstrzasy silne uszkodzenia w budynkach mieszkalnych

Zobacz np

PN-B-02171:1988 Ocena wptywu drgan na ludzi w budynkach

PN-EN 1997-1:2008 Eurokod 7 - Projektowanie geotechniczne. Cz¢$¢ 1: Zasady ogdlne
(zastepujgca PN-80/B-03040 Fundamenty i konstrukcje wsporcze pod maszyny -
Obliczenia i projektowanie)
PN-EN 1990:2004 Eurokod - Podstawy projektowania konstrukcji. Dodatek A-1
PN-N-01354:1991 Drgania - Dopuszczalne warto$ci przyspieszenia drgan o ogdlnym

oddziatywaniu na organizm cztowieka i metody oceny narazenia (norma wycofana)
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Przykladowe zadania do samodzielnego rozwiazania

Zad.1
Wyznaczy¢ czestos$¢ kotowgq drgan wtasnych uktadu ttumionego.
Dane:
m = 1000 kg
m, =20 kg/m
¢ =20.000 Ns/m
k=1,810°N/m
| 3 | 2 ;2 | 3 |

Zad.2

Pret o charakterystykach przekrojowych El, EA = w0, GA = o, obcigzony jest urzagdzeniem o masie m oraz
sitag wymuszajgcy P(t) = P, sinpt. Jaka sztywnos$¢ osiowa (EA) sprezystej wiezi podporowej zapewnia
prace w strefie strojenia wysokiego? Kiedy rozwigzanie ma sens (dla jakiego p)?

P(t) .

m

El

. EA
T 777 TIT7

3/4 L
Zad.3

Napisa¢ réwnanie ruchu.
Dane: El, k, u, P

/
ulkg/m] k X/
1 PO . ﬁ\//

h El 3El
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Zad.4
Wyznaczy¢ taka sztywnos$¢ sprezyny k, aby uktad wykonywat drgania rezonansowe, jesli czestosc

1
wymuszenia wynosi pZE\/EIm/as. Obliczy¢ rezonansowy wspétczynnik dynamiczny jesli

c:%\/km.

\
AN

El

[ /7;;//

Zad.5
Wyznaczy¢ wielko$¢ obcigzenia kinetostatycznego dla schematu jak nizej, przy nastepujgcych danych:

ElL L P, m, k :1—61E|/L3, c :%\/Elm/L3

P(t)

2EIl

El

Zad.6
Wyznaczy¢ taka posta¢ wymuszenia p > 0, aby wspodtczynnik dynamiczny v byt réwny jednosci.
Ttumienie pomingé.

m 3m_ Fo sin pt
O >

e/ /N1
| /2 | L2 \
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Zad.7
Napisa¢ réwnanie ruchu. P(t)
Dane:p, ¢ k 1, P, a

Zad.8

Wyznaczy¢ takg warto$é parametru ttumienia ¢, aby rezonansowy wspétczynnik dynamiczny byt réwny
2

Dane: p, k, Fo, p, @

| a | a
[ [

Zad.9

Wyznaczy¢ takg warto$¢ parametru ttumienia c, aby
rezonansowy wspotczynnik dynamiczny byt rowny 2.
Dane: p, k, Fo, p, @

Zad.10 | | | | |

Napisac réwnanie ruchu.
—+— Dane:pc k u F,p, a
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