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Wstep

Niniejszy zbior zadan jest druga czescia zestawu podrecznikéw do Analizy mate-
matycznej 2. Podreczniki te sa przeznaczone gloéwnie dla studentow politechnik, ale
moga z nich korzystaé takze studenci uczelni ekonomicznych, pedagogicznych i rolni-
czych oraz niektérych wydzialow uniwersytetow.

Przyklady i zadania z tego zbioru obejmuja catki niewtaéciwe, szeregi liczbowe, po-
tegowe i Fouriera oraz rachunek rézniczkowy i caltkowy funkcji wielu zmiennych wraz
z zastosowaniami. [lustrujg one material teoretyczny przedstawiony w pierwszej czesci
zestawu pt. ,,Analiza matematyczna 2. Definicje, twierdzenia, wzory’. Zbidr zawiera
przyktadowe zadania z pelnymi rozwiazaniami oraz podobne zadania przeznaczone do
samodzielnej pracy. Przyktady poprzedzono wiadomosciami i wzorami potrzebnymi
do ich rozwiazania. Do wszystkich zadan podane sg odpowiedzi lub wskazdwki.

Przyktady i zadania w zbiorze sa podobnych typéw oraz maja zblizony stopien
trudnosci do zadan, ktore studenci rozwiazuja zwykle na kolokwiach i egzaminach.
Oryginalne zestawy zadan ze sprawdzianéw z poprzednich lat mozna znalezé w trze-
ciej czesci zestawu pt. ,Analiza matematyczna 2. Kolokwia i egzaminy’. Studentéw
zainteresowanych rozwigzywaniem trudnych i nietypowych zadan zachecamy do za-
poznania sie z ksiazka ,,Studencki konkurs matematyczny. Zadania z rozwigzaniams’ .

Do obecnego wydania dodano przyktady i zadania dotyczace szeregéw Fouriera
oraz metody najmniejszych kwadratéw. Ponadto zmieniono uklad typograficzny ksiaz-
ki, dotaczono wiele nowych rysunkéw i poprawiono zauwazone btedy i usterki.

Dziekujemy Kolezankom i Kolegom z Wydzialu Matematyki Politechniki Wro-
ctawskiej za uwagi o poprzednich wydaniach. Dziekujemy réwniez naszym Studentom
za wskazanie bledow w odpowiedziach do zadan. Czytelnikéw prosimy o przesytanie
uwag o podreczniku oraz informacji o zauwazonych btedach i usterkach.

Marian Gewert Zbigniew Skoczylas






Catki niewtasciwe

Catki niewtasciwe pierwszego rodzaju

P Przyktad 1.1. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznoéé calek niewtasciwych pierw-
szego rodzaju:

(a)]oj—f; (v) 7)‘_14 (© /% (@) 7;1—19
0 —o0

3 —0o0
(e) /e*%dx; () /xcosxgd;v; (g)/%; (h) /xln (z° +1) da.
e
—00 \/; 0 —0o0

Rozwigzanie. Caltke niewlasciwa funkcji f na przedziale nieograniczonym [a, o) lub
(—00, b] okreslamy odpowiednio wzorami:
b

[e'S) T b
/f(x) dr = lim /f(x) dz, / f@)de = lim f(x)de.
T—o0 S——o0

a a —o00 S
Jezeli granica po prawej stronie znaku rownosci jest wlasciwa, to méwimy, ze calka
jest zbiezna. Jezeli granica jest rowna oo lub —oo, to méwimy, ze caltka jest rozbiezna
odpowiednio do oo lub —oo. W pozostalych przypadkach méwimy, ze catka jest roz-
biezna. Calke niewlasciwa funkcji f na prostej (—oo, 00) definujemy jako sume calek
niewltasciwych na przedzialach (—oo, a], [a, 00), gdzie a oznacza dowolna liczbe. Zbiez-
nos$é tej caltki ustalamy w zaleznoéci od zbiezno$ci catek na pédlprostych. Jezeli obie
calki sa zbiezne, to mowimy, ze calka jest zbiezna. Jezeli jedna z tych calek jest roz-
biezna do —oo lub oo, a druga jest zbiezna albo rozbiezna odpowiednio do —oo lub
00, to méwimy, ze calka jest rozbiezna do —oo lub co. W pozostalych przypadkach
moéwimy, ze catka jest rozbiezna.
» (a) Mamy

o0

T g _—1T—lim SN
2t Tooo ) 2* Tooo |33, Toeo\ 373 81) 81
3 3
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zatem rozwazana calka jest zbiezna.
» (b) Mamy

%) T
/xdx lim/ rdr

x2—|—4 T—oo x2—|—4
0 0

T2+4d
. t 1 . T2 +4
lim / — = §T1£I<1>o [In [¢]]

4

catkowanie przez podstawienie
t=ax2+4; dt =2xdx
x=0,t=4; =T, t=T2+4

4
_1 lim [In (724 4) — In4] :l(oo—lnél):oo
2 T—oo 2 '

Otrzymalismy granice niewlasciwa oo, wiec rozwazana catka jest rozbiezna do oo.
» (c) Mamy

catkowanie przez podstawienie ]

—1 -1

/ dx I / dx t=3z—5 dt=3d
— 1m = 9T — 95 = x
V3r =5  some) Br=5|s=s t=35-5 z=-1,t=-8

— 00

-8
_ ! lim dar 1 lim §3t278
N 3 S——c0 % B 3S5——x |2 35_5
35—5
~ L1 jim [e/(—8)2 — /(35— 5)2} i) - .
2 S—— 2

Otrzymalismy granice niewlasciwa —oo, wigc rozwazana calka jest rozbiezna do —oo.

» (d) Przyjmujac a = 0 w definicji calki niewlasciwej na (—oo, 00), otrzymamy

[e'e] 0 [e'e]
/ dx _/ dzr +/ dzr
2249 249 249
0

— 00 — 0o

Poniewaz

/ dx
249

catkowanie przez 3dt
podstawienie = / 02 L a

1 dt 1 1
:—/ ——arctgt—f—C:—arcth—f—C,

3 #2+1 3 3 3
wiec
0 o] 0 T
/ dx n / dx . dx 4 / dx
= lim im
x2—|—9 x2+9 S——o00 x2+9 T—o0 x2—|—9
—o0 0 S 0

0 T
= lim 1arct z + lim larct ) -
T osone 3O T AN 3T T
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_11 tS—|—11' tT_1(7T+7T
3ot \ TS ) Ty (M ) T 3\g T

Zatem rozwazana calka jest zbiezna.
» (e) Przyjmujac jak powyzej a = 0, otrzymamy

o) 0 [e%s) 0 T
/ e dy = / e 2 dy + /e_QI dxr = Slim e~ dy + Tlim e 2 dy
—o0 —o0 S 0
0 T
1 1
= lim [——e‘zr} + lim { - —e_zx}
S——00 2 s T—o0 2 0
1 1 1 1 1 1
= i -, -25 - li - Z,2T ) - - _
soe (26 2) T <2 2° g )t g !

Poniewaz pierwsza z granic jest rowna oo, a druga jest skonczona, wiec rozwazana

caltka jest rozbiezna do oc.

» (f) Mamy
oo T ) o T2
catkowanie przez podstawienie 1
/a:cosa:de: lim zcosz? dx t=a2; dt=2zdx = lim —costdt
T—oo z=ymt=m =T, t="T3> T—o0 2
N VT "
1., . S S 1. R
=— lim [smt} = — lim (smT — sm7r) = — lim sinT"“.
2 T—oo T 2 T—oo 2 T—oo
Granica lim sin 72 nie istnieje, gdyz np. dla ciagéw T, = v/nw, T, = \/(7/2) + 2n,

T—o0

rozbieznych do co, mamy odpowiednio

’ 2 1" 2
lim sin (Tn) = lim sinnm =0, lim sin (Tn) = lim sin (g + 2n7r) =1.

n—oo n—oo n—oo

Zatem badana caltka jest rozbiezna.

» (g) Mamy
oo T . L. eT
e* dr e® dy | catkowanie przez podstawienie dt
/ 5 = / 5 t=e% dt=e%dz = 1li /—2
) el THOOO Tl p=0t=1 a=T t=eT Tooo ) 241

T

€ T
= i [tt}zl’ tgel —arctgl] = =
TLH;O arctg . Tgr;o[arc ge arcg] 5

Zatem badana caltka jest zbiezna.
» (h) Przyjmujac a = 0 w definicji calki niewlasciwej na (—oo, 00), otrzymamy

[e%e) 0 [e%e}
/xln(x2+1)dx:/xln(x2+1 x—f—/xlnx—i—l d
—00 0

— 00
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Pokazemy, ze druga z calek jest rozbiezna do co. Mamy

T
calkowanie przez podstawienie

oo

/ajln x? —|—1 dr = lim xln(x2—|—1) dx t=x2+1; dt =2zdx

5 T—>000 z=0,t=1; c=T,t=T%2+1
T241

1 catkowanie przez czesci
lim — / Intdt| wu(t)=Int, v/(t)=1

T—o0 2 / W (t) = 1/t, o(t) =t

T2 41

1 T?+1
= — lim [tlnt} — / dt
2 T—oo 1

1

= 5 Jim (T 41) I (17+1) - 77]

_ Ly 2 2. 1) — _
= 2T1Lr{1>0{(T +1) [In (T?+1) — 1] + 1} = .

7 nieparzystosci funkcji podcatkowej wynika, ze

0

/ zln (x2 + 1) dr = —o0.

— 00

OtrzymaliSmy wyrazenie nieoznaczone —oo+ 00, zatem badana catka niewladciwa jest
rozbiezna.

> Zadanie 1.1. Korzystajac z definicji zbadaé¢ zbiezno$é catek niewlasciwych pierw-

szego rodzaju:
o0 o0 o0

/ P (b) /Z_m dzx; (c) /xsina:da:;

1 0 ™

I T d T4

T T T

@ [ O O i

—00 1 —00

(o) e’} 2d —1

2 g8 . CE. :

(g) /x e " dux; /x6—|—1 (i*) /(W—arcctgx) dx.

—00 0 —00

Odpowiedzi. (a) 1/3; (b) 1/In2; (c) rozbiezna; (d) w/4; (e) oo; (f) 7/3; (g) oo; (b*) 7/6;
(i*) oo.
Kryteria zbieznos$ci catek niewtasciwych pierwszego rodzaju

P Przyktad 1.2. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbiezno$é calek
niewlasciwych pierwszego rodzaju:
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T [ xd °°2ff 1 [ 42043
a) /e*wsiandx; (b)/ Lo / + ; /x rert
x2 — arctga: 4x a:4+x3—|—1

0 2 0 1

Rozwigzanie. Kryterium poréwnawcze. Niech funkcje catkowalne f i g spelniaja dla
kazdego © > a nieréwnosci 0 < f(z) < g(z). Wowczas:

(1) jezeli catka / ) dx jest zbiezna, to catka /f dx takze jest zbiezna;

oo

(2) jezeli calka /f(x) dzx jest rozbiezna do oo, to calka /g(x) dx takze jest rozbiezna

a
do co.

dx
Ponadto w rozwiazaniach wykorzystamy fakt, ze calka niewlasciwa postaci / —
x

a

(a > 0) jest zbiezna dla p > 1 i rozbiezna do oo dla p < 1.

» (a) Dla kazdego = > 0 prawdziwe sa nieréwnosci

0< e ®sin’x <e ™.

Ponadto catka / e ¥ dx jest zbiezna, gdyz
0
oo T
/e*gc dr = Tlgr(l)o e Tdr = Th_I)I;O [—e*ﬂOT = Tlgr(l)o [1 — e*T} =1.
0 0

Zatem 7z kryterium poréwnawczego zbieznosci (1) wynika zbieznosé badanej calki.

» (b) Dla kazdego x > 2 prawdziwe sa nieréwnosci

T T

> 0.

8|~

= =
z?2 —arctgr =~ 22-0

dx
Ponadto z podanego na wstepie faktu wynika, ze catka / — jest rozbiezna do oo.
x

2
Zatem z kryterium poréwnawczego rozbieznosci (2) wynika rozbiezno$é badanej catki

do oo.
» (c) Dla kazdego = > 0 prawdziwe sa nieréwnosci

2r4+1 2% +1

=27 447"
4= +1 4z +

0<
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Calki niewlasciwe /2*”” dz, /470@ dzx sa zbiezne, gdyz
0 0
oo T CnT
Frvine oo pm [-55] - -2
0 0
oraz
0o T

T
—a 1 1
47" dy = i 47"dx = lim |- li 1-471] = —.
/ do = Jm d Tﬂﬁo{ 1n4} =gl =11
0 0

Zatem z kryterium poréwnawczego zbieznosci (1) wynika zbieznosé badanej calki.

» (d) Dla kazdego x > 1 prawdziwe sa nieréwnosci

2 +2x+3 224222 +322 6

Sattad+l o 2t 4+0+0 0 22

6 dx
Z podanego na wstepie faktu wynika, ze catka / —5— Jest zbiezna. Zatem na mocy
x

1
kryterium poréwnawczego zbieznosci (1) rozwazana calka takze jest zbiezna.

> Zadanie 1.2. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé calek nie-
wlasciwych pierwszego rodzaju:
o0

dr Oo(x—l)da:.
R Y (b>/7x4+x+17 ©

@ /Q—_d”j 7/”[_”51 (0
0

— 00

(1+4sinz)dr

3

(\/5—1— cosx) dx
Vr—1

Odpowiedzi. (a); (f) rozbiezna; (b); (c); (d); (e); zbiezna,

» Przyktad 1.3. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznosé calek nie-
wlasciwych pierwszego rodzaju:

T e dp T ads Ooarctgxdx Ooﬁdx

——; (b d .

(a)/3e41—5’ ()/a:2+c05x / c+1 ()/x2+4
1 ™ 0 2

Rozwigzanie. Kryterium ilorazowe. Niech funkcje f i g beda dodatnie (ujemne) na
pélprostej [a, 00) oraz niech spelniaja warunek

lim @:k, gdzie 0 < k < o0.

w00 g(1)
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Woéwezas calki niewladciwe funkcji f, g sa jednoczesnie zbiezne albo rozbiezne do
00 (—00).
» (a) Zauwazmy, ze dla duzych z mamy

6390 631 1

3¢iT 5 = 3elr | 3er

Zatem przyjmujac w kryterium ilorazowym

fla) = — () = -
x —3e4w_5 oraz g\xr _3e$7
otrzymamy

631 )

- f(x) 3¢dr —5 _ . 3t e 3 3
k=1 — =1 — = =] — = 1 = =1.
000 g(x) wose L ale3el® 5 eh a3 be i 30

3e®

[d
Poniewaz catka / —f jest zbiezna (Przyklad 1.2 (a)) oraz 0 < k < oo, wiec na mocy
e
1

kryterium ilorazowego badana calka takze jest zbiezna.

» (b) Zauwazmy, ze dla duzych x mamy

x T
22 +cosz a2 @
Zatem w kryterium ilorazowym przyjmujemy
T 1
r) = —5——— oraz )= —.
F@) = 5 eosa 9(x) =~
Wtedy
_r 2
_o f@) a2 dcosa a? e I
k_ﬂclggogaj _wingo 1 _wILHOIO x2+4cosx g2 wlirgol COST — 1 4 =1
- 2
x x

[d
Poniewaz calka /_x jest rozbiezna do oo (Przyklad 1.2 (b)) oraz 0 < k < oo, wiec
x

z kryterium ilorazowego wynika, ze badana catka takze jest rozbiezna do oo.

» (c) Poniewaz lim arctgz = 7/2, wiec dla duzych  mamy
r—00
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Zatem przyjmujemy

arctgx ™
f(x) = T+ 1 oraz g(ﬂ]’) = m
Wtedy
arctgax ™
A S T L. L R
z—oo g(x) Z—00 z—00 T T
2(z+1)

Calka / du
r+1

0

jest rozbiezna do oo, gdyz

00 T
d d T
/ v _ lim/ Y _ lim [ln|x+l|} = lim In(T +1) = oc.
r+1 T—oo | x+1 T—oc0 0 T—o0

0 0

Ponadto 0 < k < oo, wiec z kryterium ilorazowego wynika, ze badana catka takze jest
rozbiezna do co.

» (d) Zauwazmy, ze dla duzych x mamy

Ve o T 1
22447 22 xJr

Zatem przyjmujac

VT 1
f(z) = 22+ 4 oraz g(z) = m,
otrzymamy
v ,
2 2 T 1
e tim L0 g Py T gy = =1
s g(z)  a—ee 1 a—sog?4d ig? emeey 4140
2

dx

o0 d o0
7 faktu podanego na wstepie Przyktadu 1.2 wynika, ze calka postaci / e / —
/T x3/2

2 2

jest zbiezna. Ponadto 0 < k < oo, wiec z kryterium ilorazowego wnioskujemy, ze
badana catka takze jest zbiezna.

> Zadanie 1.3. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbiezno$é catek niewla-
Sciwych pierwszego rodzaju:

oo 1 oo

rdx (e** +1) da .91

(a) \/ﬁ7 (b) / W, (C) /Sln ; diC,
5 1

— 00
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T a?de i oo

' f) [ 27sin37" dx.
/x3—smx / x221+1 ; ()/ sin37* dx
1 5 )

Odpowiedzi. (b) rozbiezna do —oo; (d) rozbiezna do oo; (a); (c); (e); (f) zbiezna.

Zbiezno$¢ bezwzgledna catek niewtasciwych pierwszego rodzaju

» Przyktad 1.4. Zbadaé zbiezno$é i zbieznosé bezwzgledna calek niewlasciwych:

sin® x dx T cos T dx sinz dx
— (b _— dx; d* .
(a)/ PR ( )/(x2—1)37 (c) /xcosx ;o ( )/ "
1 2 71-/2 s

Rozwigzanie. Méwimy, ze catka / f(x) dz jest zbiezna bezwzglednie, jezeli / |f(x)| dx

a a
jest zbiezna. Dowoduzi sie, ze jezeli calka niewlasciwa jest zbiezna bezwzglednie, to jest
zbiezna.
» (a) Dla kazdego = > 1 prawdziwe sa nieréwnosci

sin® x

1

X
22

o

72
%)

Ponadto catka / — Jest zbiezna. Z kryterium poréwnawczego zbieznosci (1, str.
x
1

13) wynika, ze calka/

SlIl T

o0
s d
dz jest zbiezna. Stad caltka / M jest zbiezna
x?

bezwzglednie, a wiec rownlez zbiezna.

» (b) Zauwazmy, ze dla kazdego = > 2 zachodza nieréwnosci

T CoST T
S x .
(z2 —1)*| (22 -1)°
o0
rdr . . . .
Ponadto catka [ ————— jest zbiezna, gdyz
(z? = 1)
2
00 T ) o T2 -1
T dx ) rdr catkowanie przez podstawienie 1 .. dt
/ = lim —3 t=a2—-1; dt =2xdx = — lim / =
) Tooo) (@2 =1)" |o=2,t=38 o=Tt=T2-1 21 )t

T2-1
L (2L T S S
2 T—oo 2t2 3 o 4 T—oo 9 (T2 — 1)2 o 36

Zatem, analogicznie jak w poprzednim przyktadzie, na mocy kryterium poréwnaw-
czego, badana calka niewlasciwa jest zbiezna bezwzglednie, a wigc réwniez zbiezna.
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» (c) Pokazemy, ze badana calka jest rozbiezna. Mamy

oo T . .
catkowanie przez czesci
/ rcosxdr = lim xcosxdr| u(z) =z, v'(z) = cosx
T—oo u'(z) =1, v(z) =sinx
w/2 /2
T
. . T .
= lim [a: sin x} .= sinzdx | =
T—o0 2
/2

= lim [zsinx + cos x]z = lim {(TsinT +cosT) — Z} )
T—o0 2 T—o0 2

Zauwazmy teraz, ze granica Tlim (T'sinT + cosT) nie istnieje, gdyz np. dla ciagéw
—00

T, = 2nm, T,;/ = (2n + 1), rozbieznych do oo, mamy odpowiednio

n—oo

lim (T;I sin T,; + cos T;l) = lim (2n7T sin(2n7) + cos(2n7r)) =1
n—oo N, e’ N’
=0 =1

oraz

lim (T,;, sinT, + cos T,;,) = lim ((2n + D)7sin ((2n+)7) 4+ cos ((2n + 1)77)) =—1,
=0 =1

wiec badana calka jest rozbiezna. Pokazemy, ze rowniez catka / |z cos x| dz nie jest

/2
zbiezna. Gdyby bowiem calka ta byla zbiezna, to wobec podanego na wstepie faktu
o0

bytaby zbiezna takze catka / x cos z dx, co jak pokazaliémy powyzej nie zachodzi.
w/2

» (d*) Pokazemy, ze badana calka nie jest zbiezna bezwzglednie, ale jest zbiezna. W

rozwigzaniu wykorzystamy nieréwnosé | sin x| > sin? x zachodzaca dla kazdego = € R

oraz okresowo$¢ funkeji sin® z. Stosujac te nieréwnosé otrzymamy

[e’e) [e%s) 27 3T 47
/ sinx dr > /singxdx:/sin2xdm+/sin2xdx+/sin2xdm+.“
T T T T T
T ™ T 27 3T
27 3T 47
sin® x sin® x
2/ / dx—|—/ dr + ...
3T 47
3w
( (1 o1 )
= sinzdz | - ——|———|———|—...
3
o 1 1+1+1+
2 7 \2737, -
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To oznacza, ze badana calka nie jest zbiezna bezwzglednie. Uzasadnienie jej zbieznosci

jest bardziej skomplikowane. Wymaga zastosowania twierdzenia Dirichleta. Twierdze-

nie to orzeka, ze jezeli funkeja g ma ciagla pochodna na przedziale [a, 00) oraz maleje

do 0, gdy = — o0, a funkcja ciagla f ma ograniczona funkcje pierwotnag na [a, c0), to
o0

calka niewlasciwa / f(x)g(x) dx jest zbiezna. Latwo sprawdzié, ze funkcje g(x) = 1/,

a
f(z) = sinz spelniaja na przedziale [r,00) zalozenia twierdzenia Dirichleta. Zatem
rozwazana catka jest zbiezna.

[> Zadanie 1.4. Zbadaé zbiezno$é i zbiezno$é¢ bezwzgledna calek niewlasciwych:

7 sin 3z dx r i z?sing dz
W [T / ceostade () [T
) 0
0 d 002 d i d
cosz dx Tcoswdr cosTax
(d) /27? / P (f*)/ '
22 + 1 4* 4 sinz’ VT
e 0 /2

Odpowiedzi. (a); (c); (d); (e*) zbiezna bezwzglednie; (b) rozbiezna; (f*) zbiezna, ale nie
zbiezna bezwzglednie.
Catki niewtasciwe drugiego rodzaju

» Przyktad 1.5. Korzystajac z defnicji zbadaé zbieznoéé calek niewlasciwych dru-
giego rodzaju:

37/2 1
dx dx dx
; b ; ;
(&) /sin2x (b) V1—=x () /x2—1
T 0 —1
/2 3/m 4
(d)/ cosTdr /—sm (f)/ dx
) Y1 —2sinz’ / 22—z’

Rozwigzanie. Niech funkcja f okreslona na przedziale (a, b] bedzie nieograniczona tylko
na prawostronnym sasiedztwie punktu a. Caltke funkcji f na przedziale (a,b] definiu-

jemy wzorem:
b b
[ t@yde= fim_[ f(@)do
a A

Jezeli granica po prawej stronie znaku rownosci jest wlasciwa, to méwimy, ze calka
jest zbiezna. Jezeli granica jest réwna oo lub —oo, to méwimy, ze calka jest roz-
biezna odpowiednio do oo lub —oco. W pozostalych przypadkach méwimy, ze catka
jest rozbiezna. Analogicznie definiuje sie catke funkeji f okreslonej na przedziale [a, b)
i nieograniczonej tylko na lewostronnym sasiedztwie punktu b.
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Niech funkcja f okreslona na przedziale (a,b) jest nieograniczona tylko na prawo-
stronnym sasiedztwie punktu a i na lewostronnym sasiedztwie punktu b. Wtedy caltke
funkeji f na przedziale (a,b) definiujemy wzorem

b d b
/ f(2) da = / f(x) o + / f(x) dx,
a d

a

gdzie d jest dowolnym punktem przedzialu (a,b). Zbieznosé tej calki ustalamy w za-
leznosci od zbieznosci calek na przedziatach (a, d], [d,b). Jezeli obie calki sa zbiezne,
to mowimy, ze caltka jest zbiezna. Jezeli jedna z tych calek jest rozbiezna do —oco lub
o0, a druga jest zbiezna albo rozbiezna odpowiednio do —oo lub co, to méwimy, ze
calka jest rozbiezna do —oo lub co. W pozostalych przypadkach méwimy, ze catka
jest rozbiezna. Niech teraz funkcja f okreslona na zbiorze [a, ¢) U (¢, b] bedzie nieogra-
niczona tylko na obu jednostronnych sasiedztwach punktu c. Wtedy catke funkcji f
na przedziale [a, b] okreslamy wzorem

/bf(x)dx:/cf(x)dx+/bf(x)dx.

Zbiezno$¢ tej calki ustalamy tak samo jak zbieznosé calki na przedziale (a, b).

» (a) W przedziale (m,37/2] funkcja f(z) = 1/sin®z jest nieograniczona tylko na

prawostronnym sasiedztwie punktu 7. Mamy bowiem lim ——5— = co. Zatem
z—7t SIn” x
3n/2 3n/2
dx dx 3m/2
= lim = lim |—ctgz = lim (0+ ctgA) = o,
/sian A—mt sin? x A—>7'r+[ & }A A—>7r+( +ctgd)
T A

czyli badana catka jest rozbiezna do oo.
» (b) W przedziale [0,1) funkcja f(z) = 1/v/1 — x jest nieograniczona tylko na lewo-

stronnym sasiedztwie punktu 1. Mamy bowiem lim — : = 00. Zatem
rx—1— — X
1 B ] o 1-B
/ dx dx calkowanie przez podstawienie —dt
= lim / t=1—x; dt=—dx = lim
0 \/31_3: Bﬂlio \/31_3: I=07t=1§I:B,t:1—B B*}lil \3/E

1
1
= lim t=13dt = lim Ft”g} =2 tim (1— \ (1_B)2)=§.
B—1-— B—1- 1-p 2B-1- 2
1-B

Badana catka jest zbiezna.

> (c) W przedziale (—1, 1) funkcja podcatkowa f(z) = 1/ (z* — 1) jest nieograniczona
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na prawostronnym sasiedztwie punktu —1 oraz na lewostronnym sasiedztwie punktu
1, gdyz mamy

1
im —— =-00, lim = —o0.

r——1+ 22 —1 r—1- 22 —1

Zatem przyjmujac w okresleniu calki niewlasciwej za miejsce podzialu a = 0 otrzy-

mamy
1

0
dx dx dx
2 = 2 + 2 :
4 —1 4 —1 4 —1
-1 0
Zbadamy z definicji zbieznoé¢ kazdej z calek po prawej stronie znaku rownosci. Mamy

; dzx F; dz rozklad na utamki proste
/ 5 = lim 5 1 _3( 11 )
) 4 —1 B—>1*0 4 —1 21 32\z_1 711
2 B
1 1 1 1
== i - ) de== i {1 11 1}
2Blr?/<x—1 x—i—l) v=5 g [ =1l =nje 41|
0
1 lim 1 B-1 1 T 1-B
= — lim In =— lim In =—
2 B—1- B+1 2B>1- 1+ B

7 parzystoéci funkcji podcatkowej wynika, ze takze

0

dx
21 >

-1

Zatem badana catka jest rozbiezna do —oc.
» (d) W przedziale [0,7/2] funkcja podcatkowa f(z) = cosz/v/1 — 2sinz jest nie-
ograniczona na obu jednostronnych sasiedztwach punktu 7/6. Mamy bowiem

. cosx . cosx

lim ————= =00, oraz lim —— = —0.

z—=- /1 —2sinz a—Z+ /1 —2sinzx
Wiec rozwazana caltka niewlasciwa jest okreslona wzorem

/2 /6 /2
cosx dr cosx dx cosx dr

= + _
V1 —2sinz J1 —2sinx V1 —2sinx
0 0 7/6

Zbadamy zbieznos¢ kazdej z calek po prawej stronie znaku réwnosci. Najpierw jednak

bli ke 1 cosx dx M
obDl1czymy ca nieoznaczon. — . aln
ymy catke * ] YT _2sme Y
calkowanie
cosw dx przez podstawienie | _ 1 dt _ _1 ) §\?/t—2 +C

VI-2sing | 1=1°2sin 2) % 22

t = —2cosxdx
= —Z?/(l —2sint)* + C.
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Zatem dla pierwszej calki niewlasciwej mamy

/6 B
/ cosx dx / cosx dx 3 [ }
= - y/ (1—2sinx)
V1-2sinz 2smx % 31—251nx 43 %
0 0
-3 lim [ (1 —2sin B)® 1] §
B—>%_ 4

Dla drugiej catki niewladciwej mamy

/2 w/2
/ cosz dx 5 / cos T dx . { (1-2 ]
—————— = lim —————=—— lim |4/(1—2sinx)
V1—2sinz  A-Z+ \3/1—2smx 4AH"+
w/6 A
3 3
= —ZAlin[%l+ [1 - —2sinA)2} =-7
. . 3 3
Stad badana catka jest zbiezna do 1 + 1) = 0.
» (e) Funkeja f(z) = (1/2?) sin (1/z) na przedziale (0, 3/n] jest nieograniczona tylko
2
na prawostronnym sgsiedztwie punktu 0, bo dla ciggu x,, = —————— ——0" mamy
m(1 + 4n)
1 1 1+4n)\? 1+4
lim _sin _ i (TOEAR) ) m( 4 dAn)
n—o0 2 2 n—oo 2 2
<7r(1 T 4n)) (14 4n)
) 7(1+4n)\*
= lim 5 sin (— + 2n7r)
(1 +4n)\’
= lim ( 5 ) =00

Zatem badanag catke okreslamy wzorem

3/ 8/m catkowanie przez podstawienie
/—sm—dx: lim /—sm—dx t=1/x; dt:—(l/z2) dx
A—0t _ _ . _ —
x=A, t=1/A; x=3/m, t=7/3
7'r/3
/3 1
= — / sintdt = lim [cost} =—— lim cos —.
A—0 1/A 2 A—0t A
1/A

Poniewaz granica Alim+ cos(1/A) nie istnieje, gdyz np. dla ciagéw A, = 1/(2nm),
—0

A;; = 2/(m + 2nm), zbieznych do 07, mamy odpowiednio

n—oo n—oo n—oo n—o0

1 1
lim COSA_;L = lim cos2nw =1, lim cos — A;,L = lim cos (g +n7r) =0,
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wiec badana calka jest rozbiezna.

> (f) W przedziale [1,4) funkcja f(z) = 1/(2— /) jest nieograniczona tylko na
lewostronnym sasiedztwie punktu 4. Mamy bowiem

I 1
1m
r—d— 2 — \/E

Zgodnie z definicja calki niewladciwej otrzymamy

= Q.

4 B . . VB
dx dx catkowanie przez podstawienie ot dt
/ = lim z=1t>(t>0); dz=2tdt = lim —
1 -V BH471 22—V z=1,t=1; =B, t=vB BH471 2t
VB

—9 VB
— lim 2/ 2 1) dt=2 lim [—21n|t—2|—t}
B4~ t—2 B—d4- 1

— 92 lim <—2ln‘\/§—2‘—\/ﬁ+1) -

B—4—
Zatem badana catka jest rozbiezna do oco.

> Zadanie 1.5. Korzystajac z definicji zbadaé zbiezno$é calek niewlasciwych dru-
giego rodzaju:

0 ™ 3
dz dz dz
W [ o [ah [
-1 /2 2
/lnxdx (e) / 2% dx jsmlnxdm
9z g’
0 3 0
Odpowiedzi. (a) 5/3; (b) oo; (¢) —oo; (d) —oo; (e) oo; (f*) rozbiezna.

Kryteria zbieznosci catek niewtasciwych drugiego rodzaju

P Przyktad 1.6. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbiezno$é calek
niewtasciwych drugiego rodzaju'

1 L 7/2
(a)b/(l—’—% /m (C)O/%; (d)ﬂéwtgxdx.

Rozwigzanie. Kryterium poréwnawcze. Niech funkcje f i g beda nieograniczone w prze-
dziale (a, b] tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu a oraz niech dla kazdego z z
tego przedzialu spelniaja nieréwnosci 0 < f(z) < g(z). Wowczas:

b b
(1) jezeli catka /g(x) dx jest zbiezna, to takze calka /f(x) dx jest zbiezna,

a a
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b
(2) jezeli calka /f(x) dzx jest rozbiezna do oo, to takze calka /g(a:) dx jest rozbiezna

a
do oo.

Ponadto w rozwigzaniach wykorzystamy fakt, ze calka niewlasciwa drugiego rodzaju
b

d
postaci / —f (b > 0) jest zbiezna dla 0 < p < 1 i rozbiezna do oo dla p > 1.
x
0
» (a) W przedziale (0,1] funkcja (1 + sinz) /y/x jest nieograniczona tylko na pra-
wostronnym sasiedztwie punktu 0. Zauwazmy, ze dla kazdego x > 0 prawdziwe sa

nieréwnosci
1+sinx 1+1 2

NN

0<

dx
Ponadto, catka niewlasciwa / 7 jest zbiezna, co wynika z podanego na wstepie
x

faktu. Zatem z kryterium poréwnawczego zbieznosci (1) wynika, ze badana calka jest
takze zbiezna.

» (b) W przedziale (0, 2] funkcja 1/+/2* + x jest nieograniczona tylko na prawostron-
nym sasiedztwie punktu 0. Zauwazmy, ze dla x > 0 prawdziwe sa nieréwnosci

1 1 1

< < _ L
Vet vz J0+z =

dx
Poniewaz z podanego na wstepie faktu wynika, ze caltka / ? jest zbiezna, wiec
x

0
wobec kryterium poréwnawczego zbieznosci (1) takze badana calka jest zbiezna.

» (c) W przedziale (0, 1] funkcja e”/(2—1)? jest nieograniczona tylko na lewostronnym
sasiedztwie punktu 1. Dla kazdego 0 < z < 1 prawdziwe sg nieréwnosci

0L ¢ ¢
Ce-12 0 (@12 (@)
1
Ponadto, catka niewlasciwa / E jest rozbiezna do oo, gdyz
0

L B
. dz . -1 . -1
/ = lim ——— = lim =lm [=——-1)=
(-1 B-1-) (x—-1)2 B-1-|o—-1], B-1-\B-1
0 0

Zatem z kryterium poréwnawczego rozbieznosci (2) wynika, ze badana calka jest takze
rozbiezna do oo.
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» (d) W przedziale [r/4,7/2) funkcja x tgx jest nieograniczona tylko na lewostron-
nym sasiedztwie punktu 7/2. Zauwazmy, ze dla 7/4 < x < w/2 prawdziwe sa nieréw-
nosci

m
0< Ztga: < ztge.
w/2

Uzasadnimy teraz rozbiezno$¢ catki niewlasdciwej / tg x dx. Mamy

w/4
/2 B B ,
. sinx . cosx) dx
tgxdr = lim dex=— lim Q
B—ZI- cosx B—Z- cos x
/4 /4 /4

= Q.

2
— lim [In|cos a:|]B .= lim [hl \/—— —In|cos B|
B—Z- m/4 gz~ 2

Z kryterium poréwnawczego rozbieznoéci (2) wynika rozbieznosé badanej catki do oc.

> Zadanie 1.6. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé calek nie-
wlaéciwych drugiego rodzaju:

s

2
e dx cos? x dr.
- © [

/ rct d
—— arc —dx:
\/_ gx 9’
0

0
2 3
(d)ofﬂi—”ﬁ; /m (f*)lf(f_—dﬁg.

Odpowiedzi. (a); (c); (d); (e*) zbiezna; (b); (f*) rozbiezna do oo.

» Przyktad 1.7. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznosé calek nie-
wlasciwych drugiego rodzaju:

T 1 iy

@ [FEE w [CE o [Hes @

0 0 0

vV dx
In(1+ 3z)’

o\%

Rozwigzanie. Kryterium ilorazowe. Niech funkcje dodatnie (ujemne) f i g beda nie-
ograniczone w przedziale (a, b] tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu a. Ponadto
niech spetniaja warunek

f(x)

m ——= =k, gdzie 0 < k < oc.

r—at .73)

Woweczas calki niewlasciwe drugiego rodzaju funkeji f, g na przedziale (a,b] sa jed-
noczesénie zbiezne albo rozbiezne do oo (—o00). Prawdziwe sa takze analogiczne twier-
dzenia dla calek niewlasciwych na przedziale [a, b).
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Ponadto ponownie przypomnijmy fakt, ze catka niewlasciwa drugiego rodzaju postaci

(b > 0) jest zbiezna dla 0 < p < 1 i rozbiezna do oo dla p > 1.

*
o\o‘
&|&.
SRS

» (a) W przedziale calkowania funkcja sin x/v'23 jest dodatnia i nieograniczona tylko
na prawostronnym sasiedztwie punktu 0, mamy bowiem

lim

z—0+ I3

= 1nm
z—0+ 3x2

sinx[o} " .. Ccos X
0

Poniewaz hH%J e _ 1, wiec dla z bliskich 0 mamy
T— x€X

@) sinz sinz 1 1 1 1
) === =1 — = —.
Va3 x T NIV

Funkcja 1/v/x jest w przedziale calkowania dodatnia i nieograniczona tylko na prawo-
stronnym sasiedztwie punktu 0. Zatem przyjmujac w kryterium ilorazowym g(z) =

1/v/z, otrzymamy

sin x
/73
k= J@) oy VoS, ST
a—0t g(x) a0t 1 20t T

1
dx

Poniewaz catka / T jest zbiezna (x) oraz 0 < k < oo, wiec z kryterium ilorazowego
x

0
wynika, ze badana catka takze jest zbiezna.

» (b) W przedziale catkowania funkcja (e® — 1) /z* jest dodatnia i nieograniczona
tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu 0, mamy bowiem

x

= lim — = 0.

lim 3
z—0+ 4x

z—0+ x?

€$—1_|:0:|H e
Lo

x

Poniewaz lim =1, wiec dla z bliskich 0 mamy

x—0

Funkcja 1/ z3 jest w przedziale catkowania dodatnia i nieograniczona tylko na prawo-
stronnym sasiedztwie punktu 0. Zatem przyjmujac w kryterium ilorazowym g(z) =
1/23, otrzymamy
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1
dx
Poniewaz calka / — Jest rozbiezna do oo (%) oraz 0 < k < oo, wiec z kryterium
x
0

ilorazowego wynika, ze badana catka takze jest rozbiezna do oco.

» (c) W przedziale catkowania funkcja 1/(1 + cosx) jest dodatnia i nieograniczona
tylko na lewostronnym sasiedztwie punktu m. Przeksztalcimy caltke niewtasciwa w ten
sposéb, aby funkcja podcatkowa byla nieograniczona na prawostronnym sasiedztwie
punktu 0 zamiast lewostronnym =. Podstawiajac ¢t = 7 — = otrzymamy

T K

/ dx _/ dt
1+cosz J 1—cost

0 0

Funkcja f(t) = 1/(1 — cost) jest na przedziale calkowania dodatnia i nieograniczona

tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu 0. Ze wzoru Maclaurina funkcji cost i
2

n = 3 dla ¢t bliskich 0 mamy cost ~ 1 — 5 Funkcja 1/t? w przedziale catkowania

jest dodatnia i nieograniczona tylko na prawostronnym punktu 0. Zatem przyjmujac
w kryterium ilorazowym g(t) = 1/t2, otrzymamy

1
t _
k= lim f(): lim 1 —cost
t—0t g(t) t—0+ 1
2
t? 2t t
= lim 7[9} B fm 22 =9 %im —— =2.1=2.
t—0+ 1 —cost LO t—0+ sint t—0+ sint

T
dt
Poniewaz caltka / 5} jest rozbiezna do oo () oraz 0 < k < oo, wiec z kryterium
0

ilorazowego wnioskujemy, ze badana caltka takze jest rozbiezna do oo.

(d) W przedziale calkowania funkcja v/x/In(1 + 3x) jest dodatnia i nieograniczona
tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu 0, mamy bowiem

1
1
lim 7\/5 [9] 2y 2V = lim —+3$ =00
r—0+ ln(l + 3!E) 0 r—0+ 3 r—0+ 6\/5
14+ 3z

In(1 + z)

Poniewaz 111[1%J =1, wigc dla dodatnich x bliskich 0 mamy

NG 3z 1 1 1

flw) = m(l+32) (1132 3v5 ' 35 3vs

Funkcja 1/ (31/z) w przedziale calkowania jest dodatnia i nieograniczona tylko na
prawostronnym sasiedztwie punktu 0. Zatem przyjmujac w kryterium ilorazowym
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g(z) =1/ (3y/x), otrzymamy

_ In(1 + 3z m 3z B
a—0t g(z)  a—0+ 1 w50+ In(1437)

dx
Poniewaz / V jest zbiezna (x) oraz 0 < k < oo, wiec z kryterium ilorazowego
T

0
wynika, ze badana catka takze jest zbiezna.

> Zadanie 1.7. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznosé catek niewla-
$ciwych drugiego rodzaju:
T 1 by
(a) /singxdx / 1) dx © / dx
a _— c E—
x4 A Ycoszx
0 0 /2

1 iy

0
@ [ O = O [
(arcsin ) ez’ x —sinzx’
21 0

0
/ d / d
x x
h* . %
/332 \/—7 ( )/ew—cosx’ (1)/2””—952
1 1

0
Odpowiedzi. (b); (c); (e*) zbiezna; (a); (d); (f¥); (g%); (h*); (i*) rozbiezna.
» Przyktad 1.8. Obliczy¢ wartosci gléwne calek niewlasciwych:

(a)Z 1+(Z+1)2; (b)Z e~ du; (C)Z sin (az—%) dz;

0o 1 9

(d) / sgn (CE—2) dx; (e)/8111x+dx7 (f) %
4

Rozwigzanie. Wartos¢ gléwna calki niewlasciwej pierwszego rodzaju funkcji f na pro-
stej definiujemy wzorem

—0o0 -1

oo T
Vp_/ flx)dz = h—I’I;O_T f(z)dz

7Z kolei warto$é¢ gtowng calki niewlasciwej drugiego rodzaju z funkcji f okreslonej na
[a,b]\ {c} i nieograniczonej jedynie na obustronnym sasiedztwie punktu ¢ definiujemy

wzorem: \
V.p./f(;zc)czl;zczslir(r)l+ /f d;v—i-/f

cte
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Jezeli w definicjach granica nie istnieje, to méwimy, ze calki niewlasciwe (pierwszego
lub drugiego rodzaju) nie maja wartosci gtéwnej. Jezeli catka niewlasciwa (pierwszego
lub drugiego rodzaju) jest zbiezna do w, to wartosé gtéwna calki takze sie réwna w.

» (a) Mamy
I d rod
x . T . T
VP / T — A | T e A et D],
—o00 -T
= ’1"11—I>I<1>o arctg [(T' + 1) — arctg(—T)] = g - (—g) = .
» (b) Mamy
%) T
v.p. /e*gc dx = Tlim e *dx
—00 =T
— 1 1T _ -T _ T\ — _ (0 — _
= Tlgr(lx) Cad Tlgr(lx) (e el) (0 — 00) = 0.
» (c) Mamy
[e'S) T

v.p. / sin (x - %) dx:TIi_{T;O sin (SU - %) dr = _Th_{r;o {COS (x a %)}TT

E - s (7 ) e (- )]
= IET;O [COS (T—|— %) — Cos (T— %)] .

A dalej korzystajac ze wzoru cos « — cos 8 = —2sin ((a + 3) /2) sin ((aw — ) /2) otrzy-
mamy

lim [COS (T—|— %) — CoS (T— g)] = -2 lim sinTsing = — lim sinT.

T—o0 T—o0 T—o00
Poniewaz granica Tlim sinT' nie istnieje, wigc wartos¢ gltéwna catki takze nie istnieje.
— 00

» (d) Funkcja podcatkowa jest okreslona wzorem

—1 dla z < 2,

sgn(x —2) = 0 dla z = 2,

1dlaz>2.

Zatem
oo T
v.p. / sgn (x —2)de = Tlim sgn (xz — 2)dx
—o0 =T
2 T

= lim /sgn(x—Z)da:+/sgn(x—2)da: =

T—o0
-T 2
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2 T
L Tlim /(—1)dx—|—/1da:
-T 2

= Jim ([-2]®, + [z];) =lim[-2-T+T—-2] = -4

T—o0
Zauwazmy, ze wartos¢ gtowna calki istnieje mimo, ze calka niewladciwa na przedziale
(—00, 00) nie istnieje.

» (e) Funkcja f(z) = (sinz)/x* jest okreslona dla = # 0 i tylko na obustronnym
sasiedztwie punktu O jest nieograniczona. Zatem

1 —€ 1
sin z dx . sin x dx n sin x dx
v.p. —— = lim
x4 e—0t x4 x4
—1 —1 5

7 nieparzystosci funkcji f wynika, ze

—€ 1

sinvdr sin x dx
T xt
—1 €
Stad
1 1 1
/ sin z dx . sin z dx n sin z dx 0
v.p. | ——— = lim | — =0.
P x4 e+ x4 x4
—1 € €

» (f) Funkcja f(xz) = 1/+/]x| jest okreslona dla x # 0 i tylko na obustronnym sa-
siedztwie punktu 0 jest nieograniczona. Zatem

/ dx . T dx dx
A /JI? \/|7 = _4ﬁ+€/ﬁ
9 lim {[—\/——x}‘}[ﬂ}j}_z tim [(~vE+2)+ (3 vE)] = 10.

e—0t

> Zadanie 1.8. Wyznaczy¢ wartosci gléwne calek niewltasciwych:

T 23 cosx dr T et d 7
. . —|z+5| .
(a)/ PN (b)/ew+1, (c) /e d;

[e%S) 1 27

@ [ @@ [T 0 [
-8

Odpowiedzi. (a) 0; (b) co; (¢) 2; (d) —oo; (e) 0; (f) 39/2.

—o0 —1



Szeregi liczbowe, potegowe
| Fouriera

Definicje i podstawowe twierdzenia

P Przyktad 2.1. ZnaleZ¢ sumy cze$ciowe szeregéw i nastepnie zbadaé ich zbieznosé:

g 23"5:1; o iy oxm(i-E)

n=0 n=1
Z D" (2n —1); (e) Z({‘/ﬁ— "Wn+1); (%) Zsm—wcos—.
n=1 n=2

Rozwigzanie. Sume S,, = a1 + as + ... + a, nazywamy n-ta suma czesciowa szeregu
a1 + as + ... Analogicznie okre$lamy sume czeSciowa szeregu rozpoczynajacego sie
o0

od wyrazu an,, gdzie ng = 0. Méwimy, ze szereg Z an jest zbiezny, jezeli istnieje
n=1
granica wlasciwa ciagu (S,) sum czeSciowych. Jezeli lim S, = —oo0 albo lim S, =
n—oo n—oo
00, to méwimy, ze szereg Z an jest rozbiezny odpowiednio do —oo albo do co. W

n=1
pozostatych przypadkach méwimy, ze szereg jest rozbiezny. Suma szeregu zbieznego

nazywamy granice lim S, i oznaczamy ja tym samym symbolem co szereg
n—oo

o0
E ap, = lim S,.
n—oo

n=1
» (a) Dla kazdego n > 0 mamy
3 n+1 1 n+1
R e
n — & = - - = — — 1 =
k=0 g k=0 g k=0 g 1—% 1—3
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S0 -0

*) korzystaliSmy ze wzoru na sume n + 1 wyrazéw ciagu

N | Ot

W miejscu oznaczonym
geometrycznego

—~

n 1— n+1
1+q+q2+...+q":qu=qu, gdzie g # 1.
k=0

Poniewaz

s (3 ()] 5[ ()] 30 03003

wigc badany szereg jest zbiezny i ma sume 5/4.

» (b) Zauwazmy najpierw, ze dla kazdego n € N mamy

n*+n+1 nn+1)+1 1 _1+l_ 1
nin+1)  nm+1) n(n+1) n n+1
Zatem
k2+k+1 3 n?+n+1
S, = =2 Ly Tl
2D CT2test ot D

:(”%_%) ( ) ( %_nﬁl-1>:n+1_n—li-1'

1
lim S, = lim <n—|—1— ):

To oznacza, ze badany szereg jest rozbiezny do oo.

» (c) Dla kazdego n > 2 mamy

1 - E+1)(k—1
Sn:Zh1<l—ﬁ>=Zln%

k=2 k=2
< (k+1) k—1\ <, k+1) K, k-1
—Z(ln A +In A —Zln A +ZlnT
k=2 k=2 k=2
—(mimis w2 ) (s 4w+
=|\lngt+thmz+...+ln— 5 n3 n—

3 4 n+1 1 Z n—T n+1 1 n+1
=In{(z-5-...- InfZ-5-...- =1 In— =1 .
“(23 o )T \33 n R T
L . n+1 . . .
Poniewaz lim S, = lim In = ln§ = —1In2, wiec badany szereg jest zbiezny

n—oo n—oo n

do —1n2.



Definicje i podstawowe twierdzenia

» (d) Dla kazdego n > 1 mamy

NE

Sy =

>
Il

1

Granica

(—1)* 2k —1)=1-3+5-T7T+...+

lim S, = lim (-1)""'n

n—oo n—oo

nie istnieje, gdyz

lim So, = lim (=1)*""2n = lim (-2n) = —oco

n—oo n—oo

oraz

n—oo

hm Sont1 = lim (=1)?"2n = lim (2n) =

Tak wiec badany szereg jest rozbiezny.
» (e¢) Dla kazdego n > 2 mamy

Sn

S (k- )

k=2

=2 - "Vn+1.

Poniewaz lim {/n = 1, wicc
n—oo

n—oo

(V2-8) + (W8 ) + (#3-45) oo (4

lim S, = lim (f - "%—H) —V2-1.

n—oo n—o0

Zatem badany szereg jest zbiezny i ma sume /2 — 1.

» (f*) W rozwiazaniu wykorzystamy tozsamosé

sinacosf = % (sin (a+ ) +sin(a—0)) .

Przyjmujac w niej a = 27/3" oraz = 47 /3" otrzymamy

. 27 47 1(, 2 . 271')
Sln—nCOS—:— Slnﬁ—sm— .

2w 4

n
. 1 . 2m .
S, = s1n—cos—:—§ s1nr—51n—

BT T 24

N = N = W

=1
( > 1 . 2«
sm27r—sm§ = ——sin —.

(~1)" (2~ 1) =

“n -+ )

33

(—1)"*n.



34 Szeregi liczbowe, potegowe i Fouriera

Wyznaczymy teraz sume szeregu. Mamy

1 2 1
lim S, = —= lim sin—:T = <——> -0=0,

n— o0 n— o0 3n 2

poniewaz lim sinx = 0. Zatem badany szereg jest zbiezny i ma sume 0.

x—0
> Zadanie 2.1. Znalezé sumy czeSciowe podanych szeregdéw i nastepnie zbadaé ich

zbieznosé:

o0 5 n o0 n_l o 1
(@) 2 (6) ; (b) 2_: nl (c) nz:: 2n—-D2n+1)

—

oo

1 1 n
(d) nz::l m; (e*) ;arc tg GRCE (£%) nz:: o

n

Uwaga. W (a) przyjaé, ze Sn = Z ak, gdzien >0, a w ( Z a, gdzie n > 2.
k=0 —2

Odpowiedzi. (a) S, = 6 — 6(5/6)""", lim S, = 6; (b) S, = 1 —1/n!, gdzie n > 2,
lim S, =1; (¢) Sn =n/(2n+1), lim S, =1/2; (d) S, =vn+1-1, lim S, = oco; (e¥*)
Sp = arctgl—arctg (1/(2n + 1)), lim S, = w/4. Wsk. Udowodnié i wykorzystaé¢ tozsamosé

() Sy =2— (n+2)/2", lim S, =2.

1
— t -
et 1 v

1 1
tg — = arct
arctg 2n2 arctig m_1
Kryteria zbieznos$ci szeregow

P Przyktad 2.2. Korzystajac z kryterium catkowego zbadaé zbieznosé szeregéw:

o O°n2
WY Yo @Y

n=2 n=1 n=1

@> VL@ S 02 &

Rozwigzanie. Kryterium calkowe. Niech funkcja f bedzie nieujemna oraz nierosnaca
o0

na przedziale [ng, c0), gdzie ng € N. Woéwczas szereg Z f(n) i catka niewtasciwa

n=ngo
oo

/ f(x) dx sa jednoczesnie zbiezne albo rozbiezne do oc.

no

» (a) Niech f(x) = 1/(xInz). Na przedziale [2,00) funkcja xlnz jest rosnaca, bo

jest iloczynem dodatnich funkeji rosnacych. Zatem na przedziale [2, 00) funkcja f jest

malejaca oraz przyjmuje tam warto$ci dodatnie, wiec mozemy stosowa¢ kryterium
o0

d
calkowe. Zbadamy z definicji zbieznos¢ catki niewladciwe;j / 1—96 Mamy
rlnz

2
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T
i dz calkowanie przez podstawienie
/ = lim t=Inzx; dt =dz/z
5 Inz T_’°°2 rlnz r=2t=mn2 =T, t=InT
InT
dt InT
= lim — = lim [ln |t|} = lim [In(InT) —In(In2)] =
T—o0 t T—o0 In2 T—o0
In2

d
To oznacza, ze calka / l_a: jest rozbiezna do oco. Zatem z kryterium catkowego
zlnz

o0 o0
1
wynika, ze szereg E fln) = E oy takze jest rozbiezny do oo.
nlnn
n=2 n=2

» (b) Niech f(z) = 1/ (2* +2) . Funkcja f jest malejaca na przedziale [1,00) oraz
przyjmuje tam wartosci dodatnie, wiec mozemy stosowaé kryterium catkowe. Zba-
o0

dx
damy z definicji zbiezno$é catki niewlasciwej / RS Poniewaz
x
1

catkowanie przez

dx podstawienie 1 T
/332—|—2 z = V2t; \/—/t2—|—1 arctgt+C ﬁarctgﬁ-ka
dr = +/2dt
wiec
00 T
/ dx i / dx ety T T
= lim . — lar

224+2  Tox) 2242 Tﬁoo\/— g\/—l

1 1

= li —<act —arct —1>——1 <——act —1>
= 1m I I = I .

To oznacza, ze rozwazana calka jest zbiezna. Zatem z kryterium calkowego wynika,
o0 o0

1
ze szereg Z fln) = Z s takze jest zbiezny.
n=1 n=1
» (c) Niech f(z) = 332/6963. Na przedziale [1,00) funkcja f ma wartosci dodatnie.
Ponadto na tym przedziale jest malejaca. Wynika to z badania znaku jej pochodne;j.
Rzeczywiscie

2 I
f(z)= <x_> = (3326_06 )I =2z 4 a2 . (—32%) = ze ™ (2—-32%) <0

er®

dla x > 1. Zatem mozemy stosowaé kryterium catkowe. Korzystajac z definicji zba-
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damy zbieznosé calki niewtasciwej

T
i 2 dr ) 2 dx Calkowanie{ przez podstawienie
— = lim 3 u=2a3 du=3z2dz
er T—oo er z=1 u=1; 2=T, u="T3
1 1 9 ) b
T3
, 1 I o1 11 1
= lim [ ce “du= < lim [—e_"} =-lim |-— =) =+.
T—oo ) 3 3 T—oo 1 37— \e T 3e
1
Poniewaz catka niewtasciwa jest zbiezna, wiec z kryterium catkowego wynika, ze szereg
o0 o0 2
Z fln)= Z o takze jest zbiezny.
n=1 n=1

» (d) Niech f(x) = /z/(x+1). Na przedziale [1,00) funkcja f ma wartoéci dodatnie.
Badajac znak pochodnej tej funkcji pokazemy, ze jest ona malejaca na przedziale
[1,00). Rzeczywiscie dla x > 1 mamy

1—x <0

2v/a(e+1)2

Zatem mozemy stosowaé kryterium calkowe. Zbadamy z definicji zbiezno$¢ calki nie-
wlasciwej. Mamy

f'(z) =

Ooﬁdx n \/de catkowanie przez podstawienie ﬁ2u2 du
= lim z=1u?(u>0); de=2udu = lim /2—
J $+1 T—»oo1 JZ—|—1 le’u:l;z:/_nu:ﬁ T—»oo1 U,—|—1
VT
. 1 . VT
= Tlgr;OZ/ <1_u2—+1) du:ZTIEJQOO [u— arctgu],
1
=2 lim (\/T—arctg\/f—l—i—g) :2(00—%—14—%) = 0.

oo

o0
Poniewaz calka niewlasciwa jest rozbiezna do oo, wiec szereg E fln) = E
n=1

vn
n+1
n=1

takze jest rozbiezny do oo.

» (e) Niech f(z) =1/ (zIn®z) . Na przedziale [2,00) funkcja x In* z jest rosnaca, bo
jest iloczynem dodatnich funkcji rosnacych. Zatem na przedziale [2, 00) funkcja f jest
malejaca oraz przyjmuje tam wartosci dodatnie. Mozemy wiec stosowaé kryterium
catkowe. Mamy

T
I dx dx catkowanie przez podstawienie
/ 5— = lim — u=Inz; du=dz/x
zln®x T—>O<>2 zIn“2 | 2=2 u=In2 =T, u=InT

InT

i du _ T i 1 1 1

1m — = 1l1m —_— = l1im —_— — — = —.

T—o0 u2 T—o0 u In2 T—oo \ In2 InT In2
In2
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o0 00 1
Poniewaz catka niewtasciwa / Jest zbiezna, wiec szereg E fln E 5
nln“n
2 n=2 n=2

takze jest zbiezny.

» (f) Niech f(z) = x/e®. Na przedziale [1,00) funkcja f ma wartosci dodatnie. Po-
nadto na tym przedziale jest malejaca. Wynika to z badania znaku jej pochodne;j.
Rzeczywiscie

!/
F@)=(2) = @) = e 4ae T () = e (1-2) <0
eI
dla z > 1. Zatem mozemy stosowaé kryterlum catkowe. Zbadamy, korzystajac z defi-
dx
nicji, zbieznos¢ catki niewlasciwej / x_. Mamy
ew
1

0 T . -

T dx catkowanie przez czesci
/ = lim ze “dx| u(z) =z, ’(x) = e’f”
1 € T—o0 | u'(z) =1, v(x)

T
= lim
T—o0

1
=— lim [e™” (x—|—1)}f—g— imT {0] Z— lim 1.2

T—o0 e T—oo e T—o0 eT

)

czyli badana caltka niewlasciwa jest zbiezna. Z kryterium catkowego wynika, ze szereg

Z f(n Z — takze jest zbiezny.

n= 1

> Zadanie 2.2. Korzystajac z kryterium catkowego zbadaé zbieznosé szeregow:

> 1 ad n . Inn

(a);n2+nv (b)nz::lng_’_47 (C);Fa
. 9—Vn. £ )
(d);n\/n——i—l’ (e)nz::l\/r_z ’ (F%) z:;)nlnnlnlnn

Odpowiedzi. (a); (c); (d); (e) zbiezny; (b); (f*) rozbiezny.

P Przyktad 2.3. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbiezno$é szere-
gow:

o0

(a) ZlTLBL—Ff (b) Zlnsin%; (c) Ztgzﬁ;

@YVl @y 2t () 3 2,

2 __ n__
n=2 n n=1 3 1 n=1 \/ﬁ
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Rozwigzanie. Kryterium poréwnawcze. Niech 0 < a,, < b, dla kazdego n > ng. Wow-
czas

o0 (o]
(1) jezeli szereg Z by, jest zbiezny, to szereg Z ap réwniez jest zbiezny;

n=1 n=1

o0 o0
(2) jezeli szereg Z ay, jest rozbiezny do oo, to szereg Z by, tez jest rozbiezny do oo.
n=1 n=1

Ponadto w rozwigzaniach wykorzystamy fakt:
o0
1
* szereg Z — jest zbiezny dla p > 1 i rozbiezny do co dla p < 1.
n
n=1

» (a) Dla kazdego n € N mamy

0< o < _ = i
nd+1 n340 n?
= 1
Poniewaz szereg Z e jest zbiezny (x), wigc z kryterium pordéwnawczego zbieznosci
(1) wynika, ze barzia;y szereg takze jest zbiezny.
» (b) Zauwazmy, ze dla = € (0,7/2) prawdziwa jest
nier6wnosé¢ sinx > (2/7)x. Zatem dla n € N mamy

~—

1

. 1
nsm—2>n- —
n

n2

> 0.

3w
S

2
m

o0

Poniewaz szereg Z — jest rozbiezny do oo (), wiec
n

n=1
z kryterium poréwnawczego rozbieznosci (2) wynika,
ze badany szereg takze jest rozbiezny do oco.
» (c) Wykorzystujac nieréwno$é¢ tgax > x, praw-
dziwa dla kazdego = € (0,7/2), otrzymamy

[NVE]

t2L> L2—l>0 dla ne N
& n \vn) n '

oo

1 |

Poniewaz szereg Z — jest rozbiezny do oo (), wiec o
n=1 n 'A ?

z kryterium poréwnawczego rozbieznosci (2) wynika,

ze takze badany szereg jest rozbiezny do oco.

ss s .. . . n
» (d) Latwo sprawdzié, ze badany szereg ma wyrazy nieujemne. Poniewaz > >3
dla n > 3, wiec prawdziwa jest nieréwnosé

\/ﬁ+1< 2yn 4yn 4

2 _ 2 7 :
n? —3 a2 n ny/n
2
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o0
Poniewaz szereg E jest zbiezny (x), wiec z kryterium poréwnawczego zbieznosci

1
o ny/n
(1) wynika zbieznosé badanego szeregu.
n

1 3
e) Szereg Z T ma wyrazy dodatnie. Poniewaz > > 1dlan > 1, wiec

prawdziwa jest nieréwnosé

2”+1<2”+2”_4 2\"
3m—1 . 3" 3)
2
— (2\". . . . -
Szereg geometryczny Z 3 jest zbiezny. Zatem z kryterium poréwnawczego zbiez-

nosci (1) wynika, ze b:;dany szereg takze jest zbiezny.
» (f) Zauwazmy, ze dla kazdego n € N prawdziwe sa nieréwnosci
1 2 + cosn!
0< —=< ———.
NG
Ponadto szereg Z \/_ jest rozbiezny do oo (*), wiec z kryterium poréwnawczego

rozbieznosci (2) wymka, ze takze badany szereg jest rozbiezny do co.

> Zadanie 2.3. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé szeregow:

@)Y = (b) Z;—il; () Y sin

n=1 n=1 =
() i2n+3iinn!§ Z —2cosn 7 (f) i nln';
n=0 n=2 :

3" +1 T = 1
(g) 7;:1 n3n + on’ ( ) n§:1 tg n’ (1 ) §_ (ln n)lnn

Odpowiedzi. (a); (c); (d); (i*) zbieiny, (b); (e); (D); (g); (h*) rozbiezny do co. Wsk. do
(i*). Wykorzysta¢ nieréwnosé Inn > e* zachodzaca dla n > e*

» Przyktad 2.4. Korzystajac z kryterium d’Alemberta zbadaé zbieznoéé szeregéw:

() > O Dt CD SrArecs

n=1 n=1 n=2

> (n!h)(3n)! = (2n)!
Sl O%E 0 Zg

Rozwigzanie. Kryterium d’Alemberta. Niech Z an, gdzie ng € N, bedzie szeregiem

n=ngo

. . . a
o dodatnich wyrazach oraz niech lim —*
n—0oo (p

= q. Wowczas, jezeli ¢ < 1, to szereg
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o0
Z an, jest zbiezny, a jezeli 1 < g < oo, to szereg jest rozbiezny do oc.

n=ngo
n
» (a) Poniewaz a, = — > 0 dlan € N oraz
n

3n+1
— 3 3
g= lim 2t oy DT s (L —3.13=3>1,
n—oo QA n— 00 3_ n—o00 n—|—1
n3

wiec z kryterium d’Alemberta wynika, ze badany szereg jest rozbiezny do oo.

gn _on
» (b) Poniewaz a,, = - > 0 dla n € N oraz
3n+1 o 2n+1
= lim dntl _ lim Sl —dntl lim (3”*1 _ 2”*1) (6" — 47)
7= n—oo (@ I ey 3n -2 T =0 (3” —_ 2”) (5n+1 — 4n+1)
5n _ 4n

27L+1 477,
n _ NSO
o) (- 2)
:nh—{go 277, 47L+1
SR
2\" 4\"

22 @) 1G] eoroa-n

= lim = =-<1

e [1—(%)71] [5_4.@)”} - (1-0)(5-4-0) 5

wiec z kryterium d’Alemberta wynika, ze badany szereg jest zbiezny.

» (c) Dla n > 2 mamy a, = ntg% > 0 oraz
T T
= lim % (n+1)tg2n+l o n+1.tg2n+1. on
4= n—oo Ay B n— o0 ntg 1 o n— o0 2n T tg 1
an 2n+1 on
. ... tgx .
Poniewaz lim —— =1, wiec
x—0 X
ta T T
- =2
lim 2t =1 oraz lim 2" =1
n—oo ™ n—oo 1
2n+1 g an
Zatem
BT o 1 1
. n -+ 1 2n+1 an o -
nh—{go on T T —5'1'1—§<1-

27L+1 tg ﬁ
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7 kryterium d’Alemberta wynika, ze badany szereg jest zbiezny.
n!(3n)!

[(2n))*

» (d) Poniewaz a,, = wiec

(n+D!'3(n+ D] nl(n+1)3n+3)!

Ap41

{2+ [@n+2)
_ n!l(n+1)(3n)!(3n 4+ 1)(3n + 2)(3n + 3)
[(2n)1° (2n + 1)2(2n + 2)2
i D(3n)! (30 + 1)(3n + 2)3(n+1]  3n!(3n)!(3n + 1)(3n +2)
B [(2n)1)° (2n + 1)24(0+1)F T 4@ En+1)2
Stad
o= lim “— i 33m)1(3n + 1)(3n +2)  [2mT”

n—oo (A n—oo 4W 2n -|— ]. MM

1 2

313+ — 3+ —
lim 33n+1)(3n+2) :n lim ( * n) < * n)
n— oo 4(2n—|— 1)2 TL2 n—oo 1 2
4<2+ )

_3(34+0)(3+0) 27 51
42402 167
Zatem z kryterium d’Alemberta wynika, ze badany szereg jest rozbiezny do oo.

» (¢) W badanym szeregu mamy

o — (2n)! u _ [2(n + 1)]! (Zn) 2n+1)(2n+2) _ 2(2n)!(2n + 1)
nT T 2n n+1 = (n+ 1)2(n+1) - (n+ 1)2n(n+ 1)2 - (n + 1)2n(n+ 1)
Zatem
22n)!'(2n 4+ 1)
2n 2n
= lim Unt1 _ (n+1)>"(n+1) ~ lim 202m)1(2n 4 1) n
R N o] A+ )P+ 1) 2t
nQn
. 22n+1)n? , n \""2n+1
= lim ——— = —92 lim
n—oo (n+ 1)27(n +1) n—oo \ n+ 1 n+1
1 2n+1 1 4
= im =2-—-2=—.
n— o0 1 nq 2 n-+1 e2 e2
()]
n

Poniewaz 4/e* < 1, wiec z kryterium d’Alemberta wynika, ze badany szereg jest
zbiezny.
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100
» (f) Poniewaz an:5n—+l>0dlaneNoraz
(n + 1)t00
o Gag1 o Bl (n+ 1)1 (5" +1)
q_ngr;o an, _nhjr;o ntoo _nlaoo nl00 (5n+1 4+ 1)
57 41
1+ !
5" 1) 5" 1+0
—im (1+-) 2 o0 2T 2 )
:5%5&( +n> A+ 57575

=
(5+5)
wiec z kryterium d’Alemberta wynika, ze badany szereg jest zbiezny.

> Zadanie 2.4. Korzystaj@c z kryterium d’Alemberta zbadaé zbieznosé szeregdw:

> 100" = n!
(a) Zl p ; Zln sin — 2n, (c) Zln—n,

> (n!)? = n" 2" 4+ 1
(d)zl(2—7l))" (e)zl?)nnV (f)znﬁil

@D ST ) e o lin
® Y G <h>§g(1 )« DI

Odpowiedzi. (a); (b); (c); (d); (e); (h*); (i*) zbiezny; (f); (g) rozbiezny do co.
P Przyktad 2.5. Korzystajac z kryterium Cauchy’ego zbadaé zbieznosé szeregéw:

Wy (35) o (”T‘l) ©Y (;g”)

n=2 n=1

= ( _5)77, - n +1 38”
d)nz::l ”\/n_n ; (e)Zsm ZZT; z::

o0
Rozwigzanie. Kryterium Cauchy’ego. Niech Z an, gdzie ng € N, bedzie szeregiem
n=no
o nieujemnych wyrazach oraz niech lim {/a, = q. Wowczas, jezeli ¢ < 1, to szereg

n—oo
Z an jest zbiezny, a jezeli 1 < ¢ < oo, to jest rozbiezny do oc.
n=ng

2n+1
3n+1

» (a) Poniewaz a, = ( ) > 0 dlan € N oraz

q= lim ¥a, = lim

n—oo n—oo

n<2n+1>”_1. 2n+1 2

=-<1,
3n+1 nHOO3TL—|—1 3
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wiec z kryterium Cauchy’ego wynika, ze badany szereg jest zbiezny.

n—1

» (b) Poniewaz a,, = ©" < ) > 0dlan > 1 oraz

2
. _1 n _1 n
q= lim ¥a, = lim {/7" <n ) = lim 7 (n )

n—oo n— oo n n—oo n
n
. 1 1 us
=7 lim (1—-— =7-—=—>1,
n— oo n e €

wiec z kryterium Cauchy’ego wynika, ze badany szereg jest rozbiezny do oco.

t
» (c) Mamy a,, = <arc gn

) > 0 dlan € N oraz

: ) arctgn\” 1 1 © 1
o= Jim o= fim {f(E) = et = £
Poniewaz 1/2 < 1, wiec badany szereg jest zbiezny.
(n—>5)"
» (d) Dlan > 5 mamy a,, = ——=—— > 0 oraz
. . (n —5)" . (n—=05) . ( 5)
= lim a, = lim }/———— = lim = lim —— | =00.
q n—oo n—oo nm n—oo \/ﬁ n—oo \/— \/ﬁ

(n —5)
n

o0
Poniewaz granica jest wicksza od jednosci, wiec szereg Z jest rozbiezny do

n=>5
~ (n—5
0. Zatem réwniez szereg ; (n NG ) jest rozbiezny do oo.
1 1
» (e¢) Poniewaz 0 < mn <1< wdlan €N, wiec a,, = sin™ ™+ > (0dlan € N.
dn +1 dn+1
Ponadto
i lim * . pnm+1 i Conm+1
= lim {/a, = lim {/sin = lim sin
1
™+ — 2
= lim sin ?:sin£=§<1,
n

wiec z kryterium Cauchy’ego wynika, ze badany szereg jest zbiezny.
V8 +1
VIr+1

» (f) Mamy a, = > 0 dlan € N oraz

g= lim i = lim ¢ VAL VUSTHT
n—oo n—oo A/ 91 + 1 n—oo . / W
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Zauwazmy, ze dla kazdego n € N mamy

8= /8" +0< V8 +1< /848" =8V2.

Poniewaz lim 8 = 8 oraz lim 8%/2 = 8.1 = 8, wiec z twierdzenia o trzech cia-

n—oo

gach otrzymamy lim /8" 4+ 1 = 8. Podobnie mozna pokazaé, ze lim /97 4+1=9.

Zatem
/BT U8 2
hm —_— = = =<K 1.
e Yol V93
Z kryterium Cauchy’ego wynika, ze badany szereg jest zbiezny.
> Zadanie 2.5. Korzystajac z kryterium Cauchy’ego zbadaé zbiezno$é szeregdw:

(Tl + 1)277, on 4 3n > Bnnnz
ISR b 2 T2 . _on .
<a>;(2n2ﬂ>n, <>n§:jl3n+4n, <c>§:jl(n+1)n2,

(d) i arccos” %; (e) itg” (g — %), () Z (Q/i - l)n.
n=1 n=1 n

=2

Odpowiedzi. (a); (b); (f) zbiezny; (c); (d); (e) rozbiezny do co.

P Przyktad 2.6. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbiezno$é szeregdw:

WY I e ) @32
(d) i(\n/i—l)? (e) i(l—cosg); (f%) iarcctgn,
n=2 —~ 2

Rozwigzanie. Kryterium ilorazowe. Niech a,, b, > 0 dla kazdego n > ng oraz niech

lim a—n:k, gdzie 0 < k < o0.

n—oo n

o0 o0
Wéwczas szeregi Z an i Z b, sa jednoczesnie zbiezne albo rozbiezne do oco.

n=1 n=1

s 3n+2 . . .
» (a) Oczywiscie a,, = —— > 0 dla n € N. Zauwazmy, ze dla duzych n mamy
n*+n+1
3n + 2 3n 3
an = —— & — =

nf4n+1  nt nd
Dlatego przyjmujac w kryterium ilorazowym b,, = 3/ n® > 0 otrzymamy

2
n 3 2 :n4 3+_
k= lim a—:ljmmz lim n - 3+0 _

=

_+_
nd  nt
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— 1
Poniewaz szereg Z — Jest zbiezny (*, Przyktad 2.3) oraz 0 < k < oo, wigc z kryte-
n
n=1
rium ilorazowego wynika, ze badany szereg jest rowniez zbiezny.
1 1
» (b) Poniewaz 1 + o > 1dlan € N, wiec a, = log, <1 + 2—n> > 0 dla kazdego

n € N. Z kolei z réwnosci

(o) lim log, (14+x) 1

x—0 xT Ina

wynika, ze dla z bliskich 0 mamy log,(1 + z) ~ % Stad dla duzych n otrzymamy
n
1

1
1 1+ — | =~ .
082 ( + 2n> 9n 102

Zatem przyjmujac w kryterium ilorazowym b,, = 1/ (2" In2) > 0 mamy

1 1+ ! 1 1+ !
082 on 082 2n ) (o) 1
—— 2 =In2- _ 7 ==

k= lim 2 = lim lim n2 — =1,
n—oo by, n—oo n—oo L n2
27 2 o

Poniewaz 0 < k < o0, a szereg geometryczny Z on jest zbiezny, wiec z kryterium
n=1

ilorazowego wynika, ze badany szereg takze jest zbiezny.

» (c) Poniewaz

2-nl+1 2-nl+1

0 <= o = it D+ 2)

wiec dla duzych n mamy

2. nl 2 2
an% = ~

nln+1Dn+2) m+1)n+2) n?

Zatem w kryterium ilorazowym przyjmujemy b,, = 2/ n? > 0. Wtedy

1
. 2 (9p) 4+ 1 24—
k= lim 2% — i n” @l +1) lim n!

im = ) —
n— oo n— o0 ! n— oo
by 2nl(n+1)(n+2) 2<1+l> <1+3)
n n

o0
1
Poniewaz 0 < k < o0, a szereg E — Jjest zbiezny (*, Przyktad 2.3), wiec takze badany
n
n=1
szereg jest zbiezny.

» (d) Poniewaz V/2 > 1, wiec a, = ¥/2 —1 > 0 dla n € N. Z kolei z réwnoéci

(o) lim &1

x—0

=Ina
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wynika, ze dla x bliskich 0 mamy a® — 1 = zIna. Stad dla duzych n otrzymamy
1 1
V2-1=2n —1~—-In2.
n

Zatem przyjmujac w kryterium ilorazowym b,, = In2/n > 0 mamy

an €/§—1 1 . 2V/m_1(e) 1
n n

Poniewaz 0 < k < oo oraz szereg Z jest rozbiezny do co (x, Przyktad 2.3), wiec z

kryterium ilorazowego wynika, ze badany szereg jest réwniez rozbiezny do co.
» (¢) Wyrazy badanego szeregu sa dodatnie. Ze wzoru Maclaurina dla funkcji cosx
2
x
wynika, ze dla z bliskich 0 mamy cosz ~ 1 — - Zatem dla duzych n otrzymamy
2
™ ™
1—cos— = o2 Przyjmujac w kryterium ilorazowym b, = 72 / 2n% > 0 oraz wyko-
n

n .
. , R ,, 4. SInx
rzystujac wzér 1 — cosx = 2sin” — i réwnosé lim —— = 1, mamy
2 z—0 X
T . T LT 2
a 1—cos— 2sin? — sin o
. n . . .
k:hm—:hmign:hmfn:hm ﬂn =1.
n—o0 Oy n— o0 s n— o0 e n— o0 I
2n2 2n? 2n

= 1
Poniewaz 0 < k < o0, a szereg Z — jest zbiezny (%, Przykfad 2.3), wigc badany
n

szereg jest takze zbiezny.

» (f*) Badany szereg ma wyrazy dodatnie. Wyznaczamy granice

1
) .. arcctgx [0] B . _1—|—x2_ . z? _
(o) wlggoxarcctgx = wli%f [6] —whﬂﬁolo 7_i = whj{.lo 22 11 1.
T 2

Stad wynika, ze dla duzych x mamy zarcctgz =~ 1, czyli arcctga ~ 1/x. Zatem
arcctgn ~ 1/n dla duzych n. Przyjmujac w kryterium ilorazowym b, = 1/n > 0 i
korzystajac z réwnosci (@) mamy

t

k = lim a_": lim M:L
n—oo n n—oo l
n

o0
1
Poniewaz szereg E — jest rozbiezny do oo (*, Przyktad 2.3) oraz 0 < k < oo, wiec
n
n=1
badany szereg takze jest rozbiezny do oo.
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> Zadanie 2.6. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbiezno$é szeregow:

—~n?+n+1 2" —1 = 1
(a) va (b) Z 31 (c) ;arctgﬁ,

n=1 n=1

(d)ism?’_”- @Y L Y
i T n=1 TL3+17 n=1 TL+3

Odpowiedzi. (a); (e); (f) rozbiezny do oco; (b); (c); (d) zbiezny.

P Przyktad 2.7. Wykazaé zbieznos$é odpowiedniego szeregu i na podstawie warunku
koniecznego zbieznosci szeregéw uzasadni¢ réwnosci:

o (n=1) . (nh@n)! ) n!
(a nlLII;O pntl 0; (b) nlgr;o W =0; (C) nhjr;o 1000™ o0
Rozwigzanie. Warunek konieczny zbieinosci szeregow. Jezeli szereg Z an, jest zbiezny,
n=1

to lim a, = 0.
n—oo

o0
n—1)!

» (a) Rozwazmy szereg E ( —~ +1) . Do zbadania zbieznosci tego szeregu wykorzy-
n

n=1
stamy kryterium d’Alemberta. Mamy

n!
B N 5 LI ey (S i
7= n—oo (@ I ey (n — 1)' T o (n — ]_)' (TL + 1)7’L+2
nn+1
n+1 n+1
! 1 1
_ g 2 (o = lim —— . (1-
n—oo (n—T1JT n+1 n+1 nocon+1 n+1

1
=1-—-<1

e

Tak wiec rozwazany szereg jest zbiezny. Z warunku koniecznego zbieznosci szeregdéw
wynika zadana réwnos¢.
N(2n)!
3n)!
wykorzystamy kryterium d Alemberta Mamy

(n+ D!(2n + 2)!

» (b) Rozwazmy szereg Z . Do zbadania zbieznosci tego szeregu takze

— lim an41 lim (3n+3)'
1= 0 e, T nte T (n)(2n)!
(3n)!

e M(n+1)W(2n+1)(2n+2) W B



48 Szeregi liczbowe, potegowe i Fouriera

g DD Cnt2) (”%) (”%) <2+%)
_(140)(240)(240) 4

noe (Bt 1)(3n 1 2)(3n 1 3) % noo <3+;) (3+g> <3+§)
~ (340)(3+0)(3+0) 27

Zatem szereg jest zbiezny. Jak w przykladzie (a) zadana réwno$é wynika z warunku
koniecznego zbieznosci szeregdw.

1000"

» (c) W tym przykladzie rozwazmy szereg Z . Zbiezno$¢ tego szeregu takze

n=1

wynika z kryterium d’Alemberta, gdyz mamy

10007 +1
. Gpy1 . (n+1) . 1ooomtt Al . 1000
= lim — = lim 57— = 1 . li = 1.
¢=tm === 0007 T A 10000 A ) a1 0
n!
. D , . 000"
Zatem z warunku koniecznego zbieznosci szeregdéw oraz faktu, ze > 0 mamy
1 n
lim 000 =07, Stad
n—oo n!
. nl 1 1
noo 10007 .. 10007 o+ O
lim

n—oo nl

> Zadanie 2.7. Wykaza¢ zbiezno$¢ odpowiedniego szeregu i nastepnie na podstawie

warunku koniecznego zbieznoéci szeregdéw uzasadni¢ podane réwnosci:
n® n' n! (5n)!(2n)!
: . ; —0- : —0- * I A
(a) nhm i 0; (b) nlgr;o )z 0; (c¢) lim =0; (d%) nhm Golan) 0.

P Przyktad 2.8. Korzystajac z twierdzenia Leibniza uzasadnié zbiezno$é szeregéw:

= a1 M+ 3 = i n ]
@ CUET O (V3-1);
O VR ) Yonsn

Rozwigzanie. Twierdzenie Leibniza. Jezeli ciag (by,) jest nierosnacy od numeru ng € N
oraz lim b, = 0, to szereg naprzemienny
n—oo

o0

Z(_l)n—,—lbn

n=1
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jest zbiezny.
» (a) Szereg rozwazany w zadaniu jest naprzemienny. Mamy tu b,, = (n+3)/ (n2 + 4).
Ciag (by,) ma granice 0, gdyz

1 3
2 4+ =
lim nts = lim & n2—m=0
Tz
n

Pozostala do sprawdzenia monotonicznosé tego ciagu. W tym celu zbadamy znak
réznicy b,4+1 — by. Mamy

by, __ntd  nt3 (a4 +4) - (n+3)((nt1)?+4)
n+1 n — (TL+1)2+4 TL2+4 - ((TL+1)2+5) (n2—|—4)
—n2—Tn+1

<0 dlaneN.

T (Rt 1)2+5)(n2+4)

To oznacza, ze ciag (b,) jest malejacy. Zatem z twierdzenia Leibniza wynika, ze ba-
dany szereg jest zbiezny.

» (b) Takze tu rozwazany szereg jest naprzemienny. Mamy lim ((‘/5 - 1) =0, bo
n—oo

lim ¥/3 = 1, wiec pierwsze zalozenie twierdzenia Leibniza jest spelnione. Spraw-

n—oo

dzimy teraz monotonicznosé¢ ciagu b, = V/3 — 1. Poniewaz funkcja y = 3% — 1 jest
rosnaca, wiec skoro 1/(n+ 1) < 1/n, to 31+ —1 < 31/7 — 1 czyli b, < by,. To
oznacza, ze ciag (b,) jest malejacy. Zatem spelnione sa zalozenia twierdzenia Leib-
niza. Badany szereg jest wiec zbiezny.

» (c) Najpierw zauwazmy, ze cosnt = (—1)". Zatem badany szereg jest naprze-
mienny. Pokazemy, ze ciag b, = v/n/(n + 1) jest zbiezny do 0. Rzeczywiscie, mamy

Aby zbadaé¢ monotoniczno$é ciagu (b, ) rozwazmy funkcje f(z) = vz/(z+1) (z > 1).
Pochodna tej funkcji ma postaé

f’(m>:(ﬁ)/=%m”_ﬁ

z+1

1—x
@+12 2/a(z+ 1)

i jest ujemna dla z > 1. Zatem funkcja f(z) jest malejaca na przedziale [1,00). Tym
samym ciag b, = f(n) tez jest malejacy. Z twierdzenia Leibniza wynika, Ze rozwazany

szereg jest zbiezny.
n

(d*) Z nieparzystosci funkeji sinus wynika, ze sin —5— = (—1)"sin —;, wigc roz-
n n
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1
wazany szereg przyjmuje postaé Z(—l)"n sin —. Zatem jest on naprzemienny. Po-
n

n=1
1
kazemy, ze ciag b, = nsin— jest malejacy i ma granicg 0. Aby uzasadni¢ jego
n

. > . . o1
monotoniczno$¢ rozwazmy funkcje f(r) = wsin —
x

dla z > 1. Obliczamy jej pochodna
1 2 1 1 1 2
/ I
f(a:)—smﬁ—ﬁcosﬁ—cos (tg —)

22

Poniewaz dla malych dodatnich u prawdziwa jest

1 2
nieréwnos¢ tgu < 2u (rysunek), wige tg — < — dla 7
x T

duzych x. To oznacza, ze f'(z) < 0 dla dostatecznie
duzych z. A zatem funkcja f i co za tym idzie ciag a,, = f(n) sa malejace. Pozostala

do pokazania réwnos¢ lim nsin — = 0. Dla malych dodatnich u prawdziwa jest
n?

n—oo

nieré6wnos¢ sinu < u, wiec dla dostatecznie duzych n € N prawdziwe sa nieréwnosci

1 1 1
O<nsm—2<n — =—.
n n

1
Zatem z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze lim nsin — = 0. Poniewaz spelnione

n— oo n2

sa zalozenia twierdzenia Leibniza, wiec badany szereg naprzemienny jest zbiezny.

> Zadanie 2.8. Korzystajac z twierdzenia Leibniza uzasadnié¢ zbiezno$é szeregdw:

(a) ;(-Dmrl (Vn+1-+/m); (b) ?;)(—l)n%; (c) ; (tg %) cos n;
Z n+13 (e) Z(—l)nlnTn; () Zln <1 + %)

n=1 n=2 n=2

1\ " 1
Wsk. do zad. (f*¥). (1— —) =14+ ——dlan>2
n n—1

Zbieznos$¢ bezwzgledna szeregéw
P Przyktad 2.9. Zbadaé zbiezno$é oraz zbieznosé bezwzgledna szeregdw:

Ryt () 0 Rery

n=1 n=2

Rozwigzanie. Mowimy, ze szereg Z an jest zbiezny bezwzglednie, gdy szereg Z |an]

=1 n=1
jest zbiezny. Jezeli szereg jest zblezny bezwzglednie, to jest zbiezny.
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o0
» (a) Zbadamy najpierw zbieznos¢ szeregu naprzemiennego Z(—l)
n=1
b, = sin(1/n) jest malejacy i zbiezny do 0. To wynika z monotonicznosci i ciagltosci
funkcji sinx. Zatem, z twierdzenia Leibniza o zbieznosci szeregéw naprzemiennych

1
"+lgin —. Ciag
n

o0
1
(str. 48) wynika, ze szereg E (—=1)"*!sin — jest zbiezny. Zbadamy zbieznosé bez-
n

n=1
wzgledna rozwazanego szeregu. Zauwazmy, ze dla 0 < z < 7/2 prawdziwa jest nie-
2 1 1
réwnoéé 2z /m < sinz (rys., str. 38). Zatem dla kazdego n € N mamy — - — < sin —.
T n n

o0
Poniewaz szereg E — jest rozbiezny do oo, wiec z kryterium poréwnawczego rozbiez-
n=1 n
= .1
nosci (2, str. 38) wynika, ze takze szereg E sin — jest rozbiezny do co. Rozwazany
n

n=1
szereg jest zatem zbiezny warunkowo.

» (b) W tym przypadku zbadamy najpierw zbieznosé¢ bezwzgledna, czyli zbieznosé

szeregu
2 2
| 3n \n-1 _7122371 n—1 ’

W tym celu wykorzystamy kryterium Cauchy’ego (str. 42). Mamy

e
=-<1
3

o ||~

2
W 1 " 1 "ol 1 1
R TEA C ¥ T L R S ¥
n—o00 3" \n—1 n—oo 3 \n —1 3 n—oo (1 l) 3

o0 n
1
Tak wiec szereg E 3n ( n 1) jest zbiezny. To oznacza, ze badany szereg jest
n—
n=2

zbiezny bezwzgl@dﬁie, a wiec takze zbiezny.
o0
. L . vn+1
» (c) Zbadamy najpierw zbiezno$é¢ szeregu naprzemiennego Z(—l)" n+ 5
n
n=0
korzystamy twierdzenie Leibniza (str. 48). Pokazemy, ze ciag b, = vn+1/(n + 2)
jest malejacy. Mamy

. Wy-

vn—+1 < vn+2
n-+2 n+3

Podnoszac do kwadratu obie strony ostatniej nieréwnosci otrzymamy kolejno nieréw-
noéci réwnowazne

bp > bpy1 <=

(n+1)(n+3)? > (n+2)% <= n®*+7n*+15n+9 > n*+6n*+12n+8 <= n*+3n+1 > 0.
Ostatnia nieréwno$é jest oczywista, a to oznacza, ze ciag (by,) jest malejacy. Ponadto

mamy
. . vn+1
lim b, = lim

n—oo n—oo M + 2

=0.
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oo
vn+1
Zatem z twierdzenia Leibniza wynika, ze szereg naprzemienny Z(—l)" ++2 j
n

vn+1.

Jest
— n+2
rozbiezny do oco. Wynika to z kryterium poréwnawczego rozbieznosci szeregdw (2, str.
38). Rzeczywiscie, dla n > 1 mamy

vVn+1 - Vn vn 1

— Yt o,
n+ 2 n+n 2n  2yn

est

n=0

zbiezny. Zbadamy jego bezwzgledna zbieznos¢. Pokazemy, ze szereg Z
n=0

n+1
n+2

o0 o0
1
Poniewaz szereg E T jest rozbiezny do oo, wiec takze szereg E jest roz-
n
n=0

n=1
biezny do oo.
> Zadanie 2.9. Zbadaé zbiezno$é¢ oraz zbiezno$é bezwzgledna szeregdw:
— (—1)"+! — ([ —2n \" — (-1)"n
(a)z 2n+17 ()Z 3n+5/) " (C)gn2+17

n=1 n=1

o0 © (_oyn < (—lz]
(@ > (1" (V3-1); () > ?Eni)f () > %

n=2 n=0 n=0

Odpowiedzi. (a); (b); (e) zbiezny bezwzglednie; (c); (d); (f*) zbiezny warunkowo.

Szeregi potegowe
P Przyktad 2.10. Wyznaczy¢ przedzialy zbieznosci szeregéw potegowych:

n

WY G X () e OX S

Cn+41

n=0 n=1 n=0

o0 o0 (x + 1)77. o0 4
@ Y680 () () S nat

n=0 n=2 \/ﬁ -1 n=1
Rozwigzanie. Promien zbiezno$ci szeregu potegowego ch (x — x9)" obliczamy ze

n=0
WZOrOwW:
n—oo n—oo Cn

o ile powyzsze granice istnieja. Wybieramy ten ze wzordw, ktéry jest latwiejszy do
stosowania. Przedzialem zbieznosci szeregu potegowego jest (xg — R, xo + R), ewen-
tualnie wraz z koncami, w ktérych zbieznos$¢ szeregu nalezy osobno zbadaé¢. Bada-
jac zbieznos¢ szeregu w punktach zo — R, ¢ + R nie nalezy korzystaé z kryterium
d’Alemberta ani Cauchy’ego, gdyz nie uzyskamy rozstrzygniecia.
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» (a) Poniewaz ¢,, = 1/(2n + 1), wigc ¢pq1 = 1/(2n + 3), zatem promien zbieznodci
jest rowny

1
2
R= lim — lim 20D gy, 23
n—0o0 | Cp41 n—oo 1 n—00 2n—|—1
2n+3

Poniewaz g = 1 jest srodkiem szeregu potegowego, wiec jest on zbiezny w przedziale
(to— R,z0+ R) = (1 —1,1+1) = (0,2). Zbadamy teraz jego zbieznos¢ na kon-
cach przedzialu, tj. w punktach = 01 x = 2. Dla © = 0 szereg przyjmuje postaé

o0

1"

E 2( +) T Zbieznodé tego szeregu wynika z twierdzenia Leibniza o szeregu naprze-
n

n=0

1 Szereg ten

jest rozbiezny do oo, co tatwo uzasadni¢ korzystajac z kryterium poréwnawczego roz-
bieznosci (2, str. 38). Zatem [0, 2) jest przedzialem zbieznosci badanego szeregu.

o0
miennym (str. 48). Z kolei dla x = 2 szereg przyjmuje postaé Z
n=0

n \?1 n+1\> 1
» (b) Mamy ¢, = <n—+1> L wiec cpp1 = (n——i-2> PYESE Wyznaczamy promien

zbieznosci szeregu potegowego. Mamy

n 21
. n+1/) 27
= lim ——%5——
n—oo n+1 1
n+2) 2ntl

9 2
n(n+2)1% 2n+ i nt <1+ﬁ)
= lim |[—— = 2 lim ——— =

on :_4 n—oo 1 4
m ()
n

Poniewaz xg = 0 jest srodkiem szeregu potegowego, wiec jest on zbiezny w przedziale
(xo — R,z0+ R) = (0—2,0+2) = (—2,2). Okreslimy teraz jego zbieznos¢ na koncach
przedziatu, tj. w punktach x = —21ix = 2. Podstawiajac w szeregu potegowym x = —2
otrzymamy szereg liczbowy

=
|

00 n 2
1" .
o (755)
n=1
Szereg ten jest rozbiezny, bo nie spelnia warunku koniecznego zbieznoéci szeregdéw

n+1
w punkcie z = 2. Zatem przedzialem zbieznosci szeregu potegowego jest przedziat
(—2,2).

2
(str. 47) — granica lim (—1)" <L) nie istnieje. Podobna sytuacja wystepuje
n—oo

3n 377,+1
» (c) Mamy ¢, = — oraz ¢,4+1 =

— . Wyznaczamy promien zbieznosci szeregu
n! (n+1)!
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potegowego. Mamy

311
o . o oA (n+1) n+1
B= o =i e =y = iy =
(n+1)!

Zatem badany szereg jest zbiezny dla kazdego x € R.
» (d) Poniewaz

D (6 —=32)" =) (=3)"(x —2)",
n=0 n=0

wiec ¢, = (—3)" oraz xo = 2. Zatem

1

R = lim #— lim é— lim i—
n—oo n |Cn| n— o0 "/|(_3)n| n—oo /3n 3

Tak wiec, rozwazany szereg potegowy jest zbiezny na przedziale

1 1 5 7
(xO—R,xo—i—R)— <2—§,2+§) = <§,§>

Zbadamy zbiezno$é¢ szeregu potegowego na koncach przedziatu. Przyjmujac x = 5/3
o0

otrzymamy szereg Z 1, ktéry jest rozbiezny do oco. Podobnie przyjmujac @ = 7/3

n=0

o0
otrzymamy szereg Z(—l)"7 ktéry jest rozbiezny. Zatem przedzialem zbiezno$ci sze-

n=0
regu potegowego jest (5/3,7/3).

> (&) M L W L zat
e) Mamy ¢, = ——, wiec ¢4 1 = ———. Zatem
Y Vv —1 € tntt vn+1-1
1 1 1
Vil VATT-1 /7 RIG

R = lim :limf:hmi: limilzl.

n—00 | Cp41 n—o00 n—oo n—1 I\/T_l n—oo 1

vn+1-1 vn

Poniewaz g = —1 jest érodkiem szeregu potegowego, wiec jest on zbiezny na prze-
dziale

(20— Ryzo+R) = (~1—1,-1+1) = (—2,0).

Zbadamy teraz zbiezno$¢ tego szeregu na koncach wyznaczonego przedziatu. Przyj-

o0
—1)"
mujac * = —2 otrzymamy szereg Z (=1)
n=2

Vi1

twierdzenia Leibniza o szeregach naprzemiennych (str. 48). Z kolei przyjmujac = = 0

. Szereg ten jest zbiezny, co wynika z
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o0
otrzymamy szereg Z ﬁ, ktory jest rozbiezny do co. Wynika to z nieréwnosci
n —

n=2

1 1

0< =< ——

S Vno yn-1
1
dla n > 2, rozbiezno$ci szeregu Z T oraz kryterium poréwnawczego rozbieznosci

n

n=1

(2, str. 38). Przedzial zbieznosci szeregu potegowego ma zatem postaé [—2,0).
» (f*) Podstawmy 2* = u (u > 0). Wtedy

o0 oo
g natt = E nu”.
n=1 n=1

Zbadamy zbiezno$¢ otrzymanego szeregu. Poniewaz ¢, = n oraz ug = 0, wiec jego
promien zbieznosci jest réwny

a w konsekwencji szereg jest zbiezny dla u € (ug — R,uo + R) = (—1, 1) oraz ewentu-
o0

alnie w punktach u = —1 i w = 1. Dla u = —1 szereg ma postaé Z n(—1)". Szereg
n=1
ten jest rozbiezny, bo nie spelnia warunku koniecznego zbieznosci szeregéw (str. 47)
o0
— granica lim n(—1)" nie istnieje. Dla u = 1 szereg ma postaé Zn i z definicji
n—oo
- n=1
jest rozbiezny do oco. Zatem szereg Z nu' jest zbiezny dla u € (—1,1). Stad szereg
- n=1
an4” jest zbiezny, gdy x* € (—1,1), czyli dla z € (—1,1).
n=1

> Zadanie 2.10. Wyznaczy¢ przedzialy zbieznoci szeregdéw potegowych:

@ > g )3 o =2 © 3
(d) ; %; (e) 2 n2”+ 1) (F) ; n;i

—_ 3

Odpowiedzi. (a) [-2,2); (b) (1,3); (¢) [-4,—2]; (d) (=3,3); (e) [-2,0); (f*) (—e,e).

P Przyktad 2.11. Znalezé szeregi Maclaurina podanych funkcji i wyznaczyé prze-
dzialy ich zbieznosci:

4x 3
(a)

- . i . < . 2 .
Y (b) xsin 3z; (c) —k (d) cos” x;

(e) S

x 1123 (g) In (44 2%); (h*) arctg .
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Rozwigzanie. W rozwigzaniach wykorzystamy nastepujace rozwiniecia Maclaurina:

1 o0
n=0
e L S e (2.2)
N 12t 3 el 7 '
w2 ut Wb 0 L uln
U3 U5 U7 s N u2n+1
sinu = u ?4_3_?—’_ —7;3(—) CEE] dla u € R; (2.4)
In(1 + u) “—2+“—3 “—4+ —i( 1)”“”—n dla—1<z<1.  (25)
n u) =1u 5 3 1 —n:1 a T <

» (a) Poniewaz
4x 8 1

e/ B R S
z+2 T+ 2 1_(_{)’
2

wiec korzystajac ze wzoru (2.1) dla u = /2, otrzymamy

T 1 ) I YIRS p AP e )
=7

3

dr S (—1)nH
_zzi

=2 2" dla |z| < 2.

» (b) Korzystajac ze wzoru (2.4), gdzie u = 3z, otrzymamy

. — (=" i1 _ o~ ()73
sin 3z = 3 = n
x sin 3x xnz:% (2n—|—1)!( x) nz:% CEEw] x

dla u =3z € R, czyli x € R.
» (c) Rozkladajac funkcje 3/ (1 +z— x2) na utamki proste mamy

3 3 1 2

T+x—222 (1—2)(1+2z) 1—x+1—|—2x'
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Korzystajac ze wzoru (2.1) dla u = —2z, otrzymamy
1+2z 1— —
gdzie |u| = | — 2x| = 2|z| < 1. Poniewaz

o0
>
-T n=0
dla |z| < 1, wiec ostatecznie

1 2 - n n_oo n n
1—$+1+2x:§x +2Z =Y (1-(2"a

n=0 n=0

dla |z| < 112|z| <1, czyli dla |z| < 1/2.
» (d) Korzystajac z tozsamodci cos® z = (1/2) (1 + cos 2z) oraz rozwiniecia (2.3) dla
u = 2z, otrzymamy

11 I 18 (22)%" 1 1. (—1)m2?
2 n 2n
csTT =g tgesir=gty 7;0( e T2t ; Qn)l *
1 1 1 > 22 n22n 1
_ - - -1 n_1 2n
35 L e — 1 Y

n=1 n=1

gdzie x € R.
» (e) Korzystajac z tozsamodci (2.2) dla u = 2z mamy

2x _OO (2x)n
© _1_2 n!

n=0

n

Hx —lzzmx , gdzie z € R.

Ostatecznie dla x # 0 mamy
0 27L+1

-1 1 &2, =2 N
:E;Hx :me 1:;7@“)!3:.

n=1

Uwaga. Zakladamy tutaj, ze w punkcie x = 0 rozwazana funkcja przyjmuje wartosé¢ 2
2z
e —1

rowna granicy lirr%J
r—
» (f) Korzystajac z rozwiniecia (2.1) dla u = —23, otrzymamy

1 1 = I " an
123 1—(—2?) :Z(_xB) :Z(_l) ",

n=0 n=0
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gdzie |u| = |—23| < 1, czyli || < 1. Ostatecznie
1—!E_ 1 xz _OO 1n3n - 1n3n+1
1+a3 1—(—3;3)_1—(—3;3)_2(_ yratt =3 ()
n=0 n=0

= (1—3:3+x6—x9+...)—(x—a:4—|—a:7—x10—|—...)

oo
l—z—a®+a*+a28 — 2" -2+ 204+ ... = g cpx',
n=0

gdzie |x| < 1 oraz
(-1)*  dla n = 3k,
cn=4 (=Dt dlan=3k+1, dlak=0,12,...
0 dla n =3k +2
(g) Poniewaz

z? z?
1n(4—|—3:2) :1114(14—1) :1n4—|—1n<1—|—z),

wiec korzystajac z rozwiniecia (2.5) dla v = 22 /4 mamy

n=1 n
= In4d + i 7(_1)71“ n — ic z"
B n=1 ndn B n=0 ! ,
gdzie
In4 dla n =0,
o — 0 dla n=2k-1,
n 1 k+1

dlak =1,2,... Szereg ten jest zbiezny dla = spelniajacych nieréwnosé —1 < x2/4 <1,
tj. dla z € [-2,2].

(h*) Zauwazmy, ze

arct / dt
I xr = .
& 14 ¢2

0

2

Zatem korzystajac z rozwinigcia (2.1) dla u = —t* oraz z twierdzenia o calkowaniu

szeregbw potegowych otrzymamy

f dt f dt [ = ny2n
arctgx:/1+t2:/1_(_t2) :/<Z(—1) t )dt:
0

0 0 n=0
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x

) ) o0 x2n+1

= > (=" [ #rdr =) (-1)"——
n*()( ) / n*()( ) 2n + 1’
= 0 =

gdzie |z| < 1.

> Zadanie 2.11. Znalez¢ szeregi Maclaurina podanych funkcji i wyznaczyé prze-
dzialy ich zbieznosci:

(a) 1—2333; (b) cos g; (c) ze27;
(d) #; (e) sha; (%) sin’ 2.
Odpowiedzi. (a) 2+2-3z+2-3%2>+...42-3"z"+.., R=1/3; (b )1—%+4; .
(—1)"(2:)% +..., R=o00; (c) & —22° + 22—?m +.o. 4+ (—1)"%x"+1 +.., R=o00; (d)
- §j+§2+ +(= 1)"%+...,R:3; (e)x+3—?+5—?+...+%+..,,R:oo;
(F¥) Wsk. Wykorzystaé tozsamo$é sin® & = % cos 4 — % cos 21’—|—g. i(— n%w%,

n=2

R = oc.

P Przyktad 2.12. Korzystajac z rozwinie¢ Maclaurina funkeji elementarnych obli-
czy¢ pochodne:
x

(@) FO(0), gdzie f(@) = gi (0) FE(0), gdie f(x) = %

(c) fO9(0), gdzie f(x) = cos x; (d) £@2(0), gdzie f(z)=1In (4—2?).

Rozwigzanie. W rozwigzaniach zastosujemy wzér f™(0) = n!c,, gdzie ¢, jest wspol-
czynnikiem przy x™ w rozwinieciu Maclaurina funkcji f. Ponadto wykorzystamy roz-
winiecia Maclaurina podane w poprzednim przyktadzie.

» (a) Korzystajac z rozwiniecia (2.1) dla u = 2?2 otrzymamy

_ 2n+1
M
gdzie |u| = |2?| < 1, czyli |z| < 1. Stad wynika, ze

_Jldlan=2k+1,
=9 0 dlan =2k

gdzie k =0,1,2,... Zatem f1°0(0) =100!- ¢199 = 100! - 0 = 0.
» (b) Korzystajac z rozwiniecia (2.2) dla u = 2z otrzymamy

& 2]@72

2n —n
flz) =2?e* Z _Z n'$n+2k +2Z(k_2)!xk’

n=0 k=2
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gdzie u = 2z € R, czyli z € R. Stad wynika, ze
0 dla n =0,1,
Cp = on— 2
(n—2)!

218
Zatem f0(0) = 20! - ¢g9 = 20! - G =20019: 218,

dla n >

» (c) Przeksztalcamy funkcje f do dogodniejszej postaci. Stosujac dwukrotnie tozsa-

moéé cos® u = (1 4 cos2u) /2, otrzymamy

1 22\% 1
costz = <$) =1 (1 + 2 cos 2z + cos? 295)

1+cos4a:> 3

1 1
5 :—+—cos2a:+§cos4x.

1
Z<1+2C082$+ 373

Korzystajac teraz rozwiniecia Maclaurina (2.3) funkcji cosu dla v = 2z i v = 4z,
otrzymamy

1
f(z) =cos’z = = + cos2x—|—§cos4x

2n

+Z

n=0

Mg

+
N~ N

| w ool w

3
Il
=]

22n 1 24n 3

2n+z 2n

n=0 n=0
22n 1_|_24n 3)

=——|—Z o)1 2"

0 22n 1+24n 3)
l

|
©| w
_|_

¢ 1
é

2n

n (22n 1+247L 3) )

gdzie u =2x € Riu=4x € R, czyli z € R. Stad wynika, ze

1 dla n =0,
o 0 dlan=2k—1,
n _1)k (92k—1 4 94k—3

(=1) ( 2h)] ) dla n = 2k,

gdzie k € N. Zatem

(_1)25 249 + 297
(50' ) — _249 (1 + 248) .

F89(0) = 50! - ¢50 = 50!
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» (d) Takze tu przeksztalcemy funkcje f do dogodniejszej postaci. Mamy

fl@)=In(4—2*) =In [4 (1 - ”’;H =In4+1In {1+ (—%Qﬂ .

Korzystajac teraz z rozwinigcia Maclaurina (2.5) funkeji In(1 +u) dla dla u = —22 /4,
otrzymamy
n+1 2\ " 0 .732”
=In4d+1n |l In4 =In4— —
fo) = a1+ (5] - n+Z (1) X
2
gdzie |u| = }_I < 1, ezyli |z| < 2. Stad wynika, ze

In4 dlan=0

0 dla n =2k —1,
1

—m dla n = 2]€,

gdzie k € N. Zatem f2)(0) = 22! ¢cgp = —22!/(11 - 41).

> Zadanie 2.12. Korzystajac z rozwinigé Maclaurina funkcji elementarnych obliczyé
pochodne:

(a) f9(0), gdzie f(z) = zsina; (b) FP000)(0) gdzie f(z) = e%;
(c) F®V(0), gdzie f(z) = %; (d) £10(0), gdzie f(z) = sin? 3x;
(e) f(25) (0), gdzie f(x) = 2 ln(l — x); (f*) f(BO)(l), gdzie f(a:) —

Odpowiedzi. (a) 50; (b) —2000; (c) —21!; (d) 3-6%; (e) —25!/23; (£*) 3le. Wsk. Podstawi¢
rz=1t+1.

P Przyktad 2.13. Stosujac twierdzenia o catkowaniu i/lub rézniczkowaniu szeregdéw
potegowych obliczyé sumy szeregow:
0 3n+1 _ n2n+2

() (;21,{"; )Y (O Pra=i

n=1 n=1 n=0

o0 . oo n . oo 1
Upaks i O X G

Rozwigzanie. Twierdzenie o réziniczkowaniu i catkowaniu szeregow potegowych. Niech
o0

\1|3

R (0 < R < 00) bedzie promieniem zbiezno$ci szeregu potegowego Z cna”.
Wtedy dla « € (—R, R) mamy =

o0 / o0
<chx"> :chnx"_l; /(Zcm‘") dt = Zn—ﬁl 2"

n=0 n=1 n=0
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Na wstepie, korzystajac z powyzszych twierdzen, wyprowadzimy dwa wzory:

Z — =—In(1 —z), gdze |z] <1; (2.6)
n=1
inx" - dzie |z| < 1 (2.7)
R g ) )
> 1
Calkujac obustronnie na przedziale [0, z], gdzie z € (—1,1),w réwnosé Z t" = T3

n=0
mamy
T

dt
/ Zt” dt =
1—t
Stosujac do lewej strony réwnosc1 tw1erdzen1e o catkowaniu szeregdw potegowych,
czyli catkujac wyraz po wyrazie tego szeregu, otrzymamy
+1 n

/(Ztk> dt = Z/tkdt Zk el g%

k=0

7 drugiej strony

x

dt
m = — hl(l — x),
0
wigc ostatecznie mamy wzér (2.6).
1
Z kolei rézniczkujac na przedziale (—1, 1) obustronnie réwnosé Z " = =, mamy
—x

n=0

(S) (%)

Stosujac do lewej strony tej réwnosci twierdzenie o rézniczkowaniu szeregdéw potego-
wych, czyli rézniczkujac wyraz po wyrazie tego szeregu, otrzymamy

<Z%xn> — Z (xn)/ — Z:lnmn—l

n=0

() o

Zatem na przedziale (—1, 1) prawdziwa jest réwnosé

1
an _1_733)2

n=1

7 drugiej strony
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Stad po pomnozeniu obu stron réwnosci przez x otrzyrnamy wzor (2.7).

) 2
—nZ.
non '3

» (a) Przyjmujac we wzorze (2.6) x = —1/2 otrzymamy Z

n=1

» (b) Przyjmujac we wzorze (2.7) x = 1/3 otrzymamy
1
SEIE U
3n 1\2 4
()
3
» (c) Skorzystamy z liniowosci szeregéw zbieznych. Mamy

St 37L+1 _ n2n+2

P (3) )

n=0 n=0
- 1
Teraz, ze wzoru na sume szeregu geometrycznego E " = 1= dla |z| < 1 oraz
—x
n=0

przyjmujac x = 1/2 we wzorze (2.7), otrzymamy

EQ) EA) s e

1 2
= ()

» (d) Rézniczkujac obustronnie réwnosé (2.7) na przedziale (—1,1), otrzymamy

() - (25)

Stosujac do lewej strony twierdzenie o rézniczkowaniu szeregdéw potegowych, otrzy-

mamy
o0 ! o0 o0

!/ —

g nx" | = E (nz™) = E n?z" L
n=1 n=1 n=1

((1 _xx)z)': <1x—+xl>3'

Zatem na przedziale (—1, 1) prawdziwa jest réwnosé
1
Z n2gn—1 — tx
(1—x)3"

Stad po pomnozeniu obu stron réwnosci przez x mamy

7 drugiej strony

1 +x)
2 n o
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Przyjmujac w powyzszej tozsamosci = 1/7 dostaniemy

» (e*) Korzystajac z linowosci szeregéw zbieznych otrzymamy

- ko kf2enxm n—2 2 B
;m—gm—;(l“>5n— (nzgs—n”znsn)'

Ze wzoru na sume szeregu geometrycznego zbieznego mamy

> b 1 1 1 11 4 11
. =—In(1-Z2)-==—(ln=-+=.
an Z n5" 5 252 n( 5) 50 <n5+50)

1 4 11 45 4
—+2(In-+—=) | =— In—.
+ <n5—|—50>) 4—|—50n5

» (f*) Korzystajac ze wzoru na sume szeregu geometrycznego zbieznego mamy

HMS
I
[\}
ot
VRS
=
o
[en)

0 3

4
ZtB": 5 gdzie |t < 1.

n=1

Calkujac obustronie powyzsza tozsamosé po odcinku [0, z], gdzie = € (—1,1), otrzy-
mamy

= gt /3 1 20+1 1. (1—x)?
=——— —x+ —arctg ——-In——
— 3n+1 18 V3 V3 6 x22+x+1
Dzielac obie strony ostatniej réwnosci przez = # 0 dostaniemy
= 2 ™3 1 20 +1 1 (1—x)?
=————1+—arct ——Ih—— dla0<|z| < 1%
2::3714—1 B T A mtErer: M0l

Aby wyznaczy¢ sume rozwazanego szeregu wystarczy w otrzymanej réwnosci podsta-
wi¢ z = 1/3.

*Dla x = 0 po prawej stronie nalezy zastosowaé przejscie graniczne x — 0.
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[> Zadanie 2.13. Stosujac twierdzenia o rézniczkowaniu i/lub catkowaniu szeregow
potegowych obliczy¢ sumy szeregdéw:

> 1 = n(n+1) = 2n—1
(@) ) o (b) p —F— () T
z;) (n+1)2 nz::l 1 ~ 3
2:: n+2 on’ n:12— (f*);@n—i—l)él”'

Odpowiedzi. (a) 2In2; (b) 32/27; (c) 2/3; (d*) 6 —81In2; (e*) 325/6912; (f*) In 3.

Szeregi Fouriera

» Przyktad 2.14. Wyznaczy¢ szeregi Fouriera na przedziale [—, 7] funkeji f. Wska-
za¢ punkty, w ktorych te szeregi sa zbiezne do wartosci funkcji f:

() f@)=a; () f@@) =a% (o) fla) =sgn () (d) f(x) = |sinal

Nastepnie korzystajac z programu komputerowego do rysowania wykresow przedsta-
wi¢ na jednym rysunku funkcje f oraz kilka poczatkowych sum czegsciowych odpowia-
dajacego jej szeregu Fouriera.

Rozwigzanie. Niech funkcja f bedzie calkowalna na przedziale [—m, 7. Szeregiem Fo-
uriera funkcji f nazywamy szereg trygonometryczny

o
ap .
5 + E (an cosnz + by, sinnx)

n=1

gdzie
17 L F
= _/f(x)cosna:dx dlan:O,l,Q,..., b, = —/f(gj)snynxdq; dlan = 1,2,...
0 T
Przy czym, jezeli funkcja f jest parzysta, to b, =0dlan=1,2,... oraz
2 ™
= —/f(x)cosmcdx dlan=0,1,2,...,
T
0

Jezeli natomiast funkcja f jest nieparzysta, to a, =0 dlan=0,1,2,... oraz

z)sinnzdr dlan=1,2,...

=1|t\3
o\

Fakt, ze szereg trygonometryczny jest szeregiem Fouriera funkcji f zapisujemy sym-
bolicznie

24 Z (an cosnz + by, sinnz) .

f)~

n=1
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Kryterium Dirichleta. Jezeli funkeja f na [—m, 7] jest przedzialami monotoniczna i
przedzialami ciagta, przy czym w kazdym punkcie nieciagtosci x spelnia warunek

(1) fz) =5 [f(z-) + flz4)],

[f(r) + f(=m)],

to jest sumg swojego szeregu Fouriera, tzn. dla kazdego € [—m, 7] mamy

oo
0 .
7 E @y, cosnx + by, sinnx) .

» (a) Poniewaz funkcja f(x) = z jest nieparzysta, wiec a, = 0 dla n = 0,1,2,...
Ponadto catkujac przez czedci otrzymamy

2 " catkowanie przez czesci
bn, = —/xsinmcdx u(z) =z, v'(x)=sinnz
m 0 u(z) =1, v(z) = —% cosnx
s
2 x LA | 2cosnm  2(—1)"*tL
= — [——cosnx} 4+ — [ cosnxdx| = — =
T n 0o n n n
0
dlan=1,2,3,... Zatem
Y y==x
0 n+1
Z sinnz.
Funkcja f jest ciagla i rosnaca w przedziale - .
[-7, 7], ale na jego koncach nie spelnia wa- T

runku (2) wiec réwnosé

flz) = i 2(%)n—irlsinmc
n=1

zachodzi tylko dla « € (—m, 7). Na rysunku ponizej pokazano przyblizenia funkcji
f(x) = x przez sumy czesciowe odpowiadajacego jej szeregu Fouriera zlozone z jed-
nego, dwoch, trzech oraz czterech sktadnikow.

» (b) Poniewaz funkcja f(z) = 2?2 jest parzysta, wiec b, = 0 dla n = 1,2,3,...
Ponadto

K

2 2 ™
ao=;/x2dx:3—7r[x3}():§7r.
0
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oraz

2
T

1

catkowanie przez czesci
u'(z) = 2z, v(z) = ;- sinnz

/332 cosnx dx [u(w) =z2, v'(z) = cosnx
0

T

™
2 x? . 2 .
= — | |—sinnz| —— [ zsinnzdx
m n 0 n
0
catkowanie przez czesci
= —— [ zsinnzdx | u(z) =z, v'(z)=sinnz
™ u(z) =1, v(z) = —% cos nw

T

4 z 1] 4cosnm  4(-1)"
= = {—— cos nx} +— [ cosnzdx | = =
n 0o n n? n?

0
dlan=1,2,3,... Zatem

n+1

~ — — E ——— Ccosnx.

Funkcja f(z) = 22 spelnia w przedziale [—, 7] y y==
warunki kryterium Dirichleta, wiec réwnosé

oo
71' n+1

= —-— — E ——F—— COSNx

3 =

zachodzi dla kazdego z € [—m,n]. Na rysunku
obok pokazano przyblizenia funkcji f(z) = z? z
przez sumy czesciowe odpowiadajacego jej sze- - ™
regu Fouriera zlozone z jednego, dwoéch oraz
trzech skladnikow.

» (c) Poniewaz funkcja f(x) = sgn (z) jest nieparzysta, wiec a,, = 0dlan =0,1,2,...
Ponadto mamy

2 7 2 0 dla n nieparzystych,
by, = — /sgn (z) sinnz de = —— [cosnz|; = 4
i nmw — dlan parzystych.
nw

0

Zatem
> 4
~Y —_— 1 2 - 1 .
(x) ;:1 k= 1n sin(2k — 1)z

Funkcja f jest ciagla i niemalejaca w przedziale [—m, 7]. W punkcie nieciagtosci 0
spelnia warunek (1), jednakze na koncach przedziatu [—m, 7] nie spelnia warunku (2).
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Zatem réwnosé
o0

4
)= ———sin(2k — 1)z
CRIMN s R
zachodzi tylko w przedziale (—m, 7). Na rysunku ponizej pokazano przyblizenia funkcji
f(x) = sgn(x) przez sumy czesciowe odpowiadajacego jej szeregu Fouriera zlozone z
jednego, dwéch oraz trzech sktadnikow.

-1

» (d) Poniewaz funkcja f(z) = |sinz| jest parzysta, wiec b, = 0 dlan =1,2,3,...
Ponadto mamy

2 2 2 « 4
ap = —/|sinx|dx: —/sinxdx: ——[cosz]) = =
T T T T
0 0
oraz
2 . 2 . 1 . 1 ™
a1 = — [ |sinz|cosxdr = — [ sinzcosxdr = — [ sin2xdx = — [ cos2z]; = 0.
s ™ s 2m
0 0 0

1
Korzystajac ze wzoru sinacos 3 = 3 (sin(a + B) + sin(a — B)) otrzymamy kolejno
dlan > 2

2 [ 2 [ 1]
an, = — /| sinz|cosnx dr = — /sina:cos nxdr = — /(sin(n + Dz —sin(n — 1)z) dz
o ™ ™
0 0 0
17 -1 1 w 0 dla n nieparzystych,
T {n +1 cos(n + 1)z + n—1 cos(n - 1)4 ~ Y ——— dlanparzystych.
0 m(n?—1)
Zatem
2 4
~E oS cos2ka
1) ™ kZ:l m(4k2 — 1) o LRt

Poniewaz funkcja f spelnia w przedziale [—m, 7] zalozenia kryterium Dirichleta, wiec
réwnosé -

2 4
=—— ——————cos2k
/(@) T ; m(4k% —1) v
zachodzi dla kazdego = € [—7, 7. Na rysunku ponizej pokazano przyblizenia funkeji
f(x) = |sinz| przez sumy czesciowe odpowiadajacego jej szeregu Fouriera zlozone z
jednego, dwéch oraz trzech sktadnikow.
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[> Zadanie 2.14. Wyznaczy¢ szeregi Fouriera na przedziale [—, ] funkcji f. Wska-
za¢ punkty, w ktorych te szeregi sa zbiezne do wartosci funkcji f:

. 0dla — —nrT << 0 2 2
(8) F(@) = [al: (b) f(z) = wsina; (c) f(x) = {1 o oo @ f@) =n-a?
Nastepnie korzystajac z programu komputerowego do rysowania wykreséw przedsta-
wié¢ na jednym rysunku funkcje f oraz kilka poczatkowych sum cze$ciowych odpowia-
dajacego jej szeregu Fouriera.

Odpowiedzi. (a) f(z) = g Z cos(2n — 1z dla z € [-m,n]; (b) f(z) =

2 = A4(-1)" I —

—- Zl Py P cos2nz dla z € [—m, 7]; (c) =3 Z sm(?n — 1)z dla
22 0 n+1

z € (—m,0)U(0,7); (d) f(z)= — + Z cosnz dla x € [—m, ]

» Przyktad 2.15. Korzystajac z rozwiniecia w szereg Fouriera funkcji f(x) = 2% w

przedziale [—m, 7] uzasadni¢ réwnosé

n=1

Rozwigzanie. Rozwinigcie w szereg Fouriera funkcji f(z) = 2? (rozwiazanie Przyktadu
2.14 (b)) ma postaé

7T 0 n+1
=5~ Z cosnz dlax € [—m, 7.

Przyjmujac w tym wzorze x = 0, mamy

71_ o0
:?Z

n=1

n+1

Stad otrzymamy zadany wzoér.

> Zadanie 2.15. Korzystajac z rozwinigcia w szereg Fouriera funkcji f(z) = |z| w
przedziale [—m, 7] uzasadnié¢ réwnosé

oo

1 _7r2
D (2n—12 8"

n=1
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P Przyktad 2.16. (a) Funkcje f(z) = m — x na przedziale [0, ] rozwinaé w szereg
Fouriera samych cosinuséw.

(b) Funkcje f(x) = cosx na przedziale (0,7) rozwinaé w szereg Fouriera samych
sinus6w.

Rozwigzanie. (a) Wykorzystamy fakt, ze rozwiniecie funkcji parzystej w przedziale
[—7, m] w szereg Fouriera zawiera tylko funkcje cosinus. Rozwazmy funkcje f* okre-
$lona wzorem

£ (z) = T4z dla —7m<x <0,
V= Vn—zdla0o<az <.

Funkcja f* w przedziale [—7, 7| jest parzysta, wiec b, = 0 dlan =1,2,... Obliczymy
wspotezynniki a,,. Mamy

T

2 [ 2 2 221"
ap=— [ ff(x)de == (ﬁ—x)d$=—|:ﬂ'3}——:| =7
7TO/ 7r/ 2 1,

™
0
oraz
an = — [ f*(x)cosnzdx = — [(m—z)cosnzdr = — mcosnzdr— | xcosnxdx
T T ™
0 0 0
T 2 7 catkowanie przez czesci
= 2/cosmc dx — — /xcosmc dx | u(z) =z, v'(z) = cosnx
m o' (z) =1, v(z) = L sinna
0 0 n
1 . T2 T ~— 1 .
=2 |—sinnz| —— [— sin mc} — — [ sinnxdx
n o m™\ln 0o n
2 1 1 " 2 2
=0-Z(0o-=|-= =-= )= —— (1 (=1)"
- ( - [ nCOSMCL) — (cosnm — 1) — (1-(-1)")
dlan =1,2,... Funkcja f* spelnia w przedziale [—m, 7] warunki kryterium Dirichleta,
wiec

dla z € [-m,7]. Poniewaz f(z) = f*(z) dla « € [0, 7], wiec rozwiniecie funkcji f w
cosinusowy szereg Fouriera ma postac

20— (=1)")

dla x € [0, 7]. Zauwazmy jeszcze, ze wspdlezynniki parzyste szeregu Fouriera funkeji
f sa réwne 0, wiec ostatnia réwno$¢ mozemy przepisa¢ w postaci

flx)=n+ % Z ﬁ cos(2k + 1)x.
k=0
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(b) Wykorzystamy fakt, ze rozwiniecie funkeji nieparzystej w przedziale [—m, 7] w
szereg Fouriera zawiera tylko funkcje sinus. Rozwazmy funkcje f* okreslona wzorem

—cosx dla —7m < x <0,
ffz)=<0 dla z =0,
cosz dla0<z <.

Funkcja f* w przedziale [—m, 7| jest nieparzysta, wiec a,, = 0 dla n = 0,1,2,....
Obliczymy wspélczynniki b,. Mamy

K K

2 [ 2 [ 2 1 1
blz—/f*(x)sinxdx:—/cosxsinxdx:—/—sin2xdx:—/sin2xdx:0.
s s m) 2 s
0 0

0
. . 1 . . ,
Korzystajac ze wzoru sinacos 3 = 5 (sin(a + ) + sin(a — B)) wyznaczymy wspol-
czynniki b, dla n > 2. Mamy
5 T ) . 5 s '

b, = — [ f*(x)sinnxdx = — [ coszsinnx dx
T T
0

0
™

= % / % (sin(n + 1)z + sin(n — 1)z) dx
0
v ™
== sin(n + 1)z dr + [ sin(n — 1)z dx
A/ /
= % <_n—1F 1 [cos(n + l)x}g - ni . [cos(n - 1)3:}2)
(e G e - () = 2 - )

Funkcja f* spelnia w przedziale (—m, 7) warunki kryterium Dirichleta, wiec

> 2n (1 — (1)t
f*(ﬂi):%Z n( n2(— 1) )sinnx

n=1

dla « € (—m, 7). Poniewaz f(z) = f*(z) dla = € (0, 7), wiec rozwiniecie funkcji f w
sinusowy szereg Fouriera ma postac
2= (1= (-1)"H)n .
) =— ~— " —sinnx
fa)==3 —5—
n=1

dla z € (0, 7). Zauwazmy jeszcze, ze wspOlczynniki nieparzyste otrzymanego szeregu
Fouriera funkcji f sa réwne 0, wiec ostatnia réwnosé mozemy przepisaé w postaci

o0

8 k .
f(x) = ; Z m sin 2kx.

k=1
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> Zadanie 2.16. (a) Funkcje f(z) = m — 2 na przedziale (0, 7) rozwinaé¢ w szereg

Fouriera samych sinuséw.
(b) Funkcje f(x) = sinz na przedziale [0, 7] rozwinaé w szereg Fouriera samych

cosinusow.

Odpowiedzi. (x) f(r) =2y “5% dlaz € (0.m); (b) f(x) = = = 23" A5 dia

n
n=1

n=1

z € [0, 7.



Rachunek rozniczkowy
funkcji dwach i trzech

zmiennych

Funkcje dwdch i trzech zmiennych

P Przyktad 3.1. Wyznaczy¢ i narysowaé dziedziny naturalne funkcji:

V4 — 2?2 Vi —a? -y

(a) f(z,y)=

T W Ie= e (O S =0 )+ Yy =

(d) f(z,y)=Vasiny; (e) f(z,y)=In (3—va+y); (f) f(z,y)=arcsin/y —Va.
Rozwigzanie. Dziedzing naturalng funkcji z = f(x,y) nazywamy zbioér tych punktéw
(x,y) € R?, dla ktérych mozna wyznaczyé wartoéé wyrazenia f(z,y).

» (a) Dziedzine funkcji f okreslaja warunki:

4—22>0 y*—1>0.
Po prostych przeksztatceniach otrzymamy réwnowazna po-
sta¢ tych nieréwnosci:

-2<r<2, (y<-11luby>1).

Pierwszy zbiér jest pasem domknietym ograniczonym pro-
stymi x = —2 oraz x = 2, a drugi zewnetrzem pasa ograni-
czonego prostymi y = —1 oraz y = 1. Wspdlng czeé¢ tych
zbioréw, czyli dziedzine funkcji f, przedstawiono obok.

» (b) Dziedzing funkeji f okreslaja warunki:

4—a?—y2>0, 22442 —-1>0.

Pierwszy z nich spelniaja punkty (x,y) nalezace do kota
domknietego o érodku w poczatku ukltadu wspédlrzednych
oraz promieniu 2. Z kolei drugi warunek spetniaja punkty
plaszczyzny R? polozone zewnatrz kola domknietego o ta-
kim samym $érodku, ale o promieniu 1. Wspdlna czesé opi-
sanych zbioréw, czyli dziedzine funkcji f, przedstawiono na
rysunku.

73
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» (c) Dziedzina funkcji f jest okre$lona przez wa-
runki:
9—y>0, y—ax2>0.

Pierwszy z nich spetniajg punkty (z,y) € R? nale-
zace do péliplaszczyzny otwartej y < 9. Z kolei drugi
warunek spetiaja punkty (x,y) € R? nalezace do
paraboli y = 22 oraz punkty polozone powyzej niej.
Wspdlng czeéé tych zbiordw, czyli dziedzine funkcji
f, przedstawiamy obok.

» (d) Dziedzina naturalna funkcji f jest zbiorem par
(r,y) € R? spehiajacych nieréwnosé: xsiny > 0.

Mamy

Yy
rsiny > 0 < z >0, z <0, o
y= siny > 0 siny <0
™
— xz =0,
2kn <y < 7w+ 2km *
z <0, -
lub . I
-7+ 2kw < y < 2k7 (k € Z). : —2m

Dziedzina naturalna funkcji f jest zaznaczona na ry-

sunku.

» (e) Dziedzina funkcji f jest okre$lona przez wa-
runki:

z+y=20, 3—vx+y>0.

Pierwsza z nieréwnosci jest spelniona przez punkty
(z,y) nalezace do gérnej péiplaszczyzny domknietej
o brzegu y = —x. Z kolei druga jest spelniona przez
punkty nalezace do dolnej pélptaszczyzny otwartej
o brzegu y = —z + 9. Wspodlna czeé¢ tych pdlptasz-
czyzn, czyli dziedzing funkcji f, przedstawiono na ry-
sunku.

» (f) Dziedzina funkcji f jest okreslona przez nieréwnosci:

0

<y—-vz<l, z>0.

Nieréwnosci te po przeksztalceniu przyjmuja postac:
Ve<y<1l++vz, x>0.
Na rysunku zaznaczono dziedzine funkcji f

Y

y=+vz+1
Y=+
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> Zadanie 3.1. Wyznaczy¢ i narysowaé dziedziny naturalne funkcji:
T

(a) f(z,y) = ;; (b) f(z,y) = In(y — sinz);
(©) fla,y) = Yo' — gt (@ Jleg) = ST

(e) g(z,y,2) =vVr+Jy—1+vVz—2; (f) g(z,y,2) = arcsin (x2 +y? - 2).

Odpowiedzi. (a) Dy = {(x,y) ER*: (x>0iy>0) lub (x<01y<0)};

(b) Dy = {(z,y) €R*: y >sinz}; (¢) Dy = {(x,y) €R?: || = |y|};

(d) Dy ={(z,y) eR*: 4 <a®+y* <9}; () Dy = {(,9,2) ER’: 2> 0,y > 1,2 > 2};
(f) Dy = {(z,y,2) €eR®: 1 <a” +y* <3}.

‘ﬁmw

[l
ll

paraboloida gérna stozek
obrotowa poéisfera

P Przyktad 3.2. Korzystajac z wykreséw funkcji

2= a2 42

narysowaé wykresy funkcji:
(@) z=a 4>+ 22— 6y+12; (b) z2=5— /4 — (22 + y2);

(c) z2=1— /3 (22 +y2); (d*) 2 = Vy — 22.

Rozwigzanie. » (a) Mamy
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z = a4 22+ 9> +12
(x+1)?—1+(y—3)*—9+12

= (z+1)*+ (y—3)* +2.
Zatem aby otrzymac wykres podanej funkcji na-

lezy przesunaé wykres funkcji z = 22+y? o wek-
tor v = (—1,3,2) (rysunek).

» (b) Mamy

2 =5 I= (1) =~ — (24 +5.

Zatem wykresem podanej funkcji jest dolna
polsfera o promieniu 2 i srodku w poczatku
uktadu wspélrzednych przesunieta o wektor
v =(0,0,5), czyli wzdluz osi Oz o 5 (rysunek).

» (c) Przede wszystkim zauwazmy, ze wykres
funkcji z = /3 (22 +y?) jest stozkiem, kto-
rego tangens kata nachylenia « tworzacej do
plaszczyzny Oy jest réwny /3, czyli o = /3
(rysunek lewy). Z kolei wykres funkcji z =

—+/3 (22 + y2) jest ,odwréconym” stozkiem.

1]
W
W

(]
iy

i
\

Zatem wykresem funkcji z = 1 — /3 (22 4+ y?) jest odwrdcony stozek, ktory zostal
przesuniety wzdtuz osi Oz o 1 w gére (rysunek prawy).

» (d*) Zauwazmy, ze powierzchnia opisana réwnaniem y = 22 + 22 jest paraboloida
obrotowa, ktérej osig symetrii jest 0§ Oy (rysunek lewy). Zatem wykresem funkeji
z = y/y — 22 jest gérna polowa tej paraboloidy (rysunek prawy).

Ml?" e —— S\
(e

s
’/"”"a-“

-.=
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[> Zadanie 3.2. Korzystajac z wykreséw funkcji z = a2 + 92, 2z = \/m, z =
R? — (22 +y?) (R > 0) narysowaé wykresy funkcji:

(a) 2 =2 —a® + 2y — ¢ (b) z = =22 — 2z +y2 + 4y — 5;

() z=14+T—a22+22—y2 (d%) 2= /92 — 22

Odpowiedzi. (a) z = 3 — (x2 + (y — 1)2) — paraboloida z = z? + 3 obrécona ,do géry

nogami”, nastepnie przesunigta o wektor v = (0,1,3); (b) z = —+/(x — 1)2+ (y + 2)2 —
stozek z = (/a2 + y? przesuniety o wektor v = (1,—2,0), nastepnie obrécony ,do goéry

nogami”; (c) z =1+ \/8 — ((x — 1)2 4+ y2) — gérna poétsfera o promieniu 2v/2 przesunicta o
wektor v = (1,0, 1); (d*) gérne czesci dwoch stozkéw potaczonych wierzchotkami

Granice funkcji w punkcie

P Przyktad 3.3. Uzasadnié, ze podane granice funkeji nie istnieja:

Ty x?

a lim ——; b lim ;
(®) (@,9)—(0,0) 2% + y? ( (@,9)—(0,0) % +y
. . xy
c lim ; d* lim ———.
© (z,9)—(0,0) T+ Yy (d%) (z,y)—(0,0) 322 4 2y

Rozwigzanie. Aby uzasadnié¢, ze nie istnieje granica funkcji w punkcie (0, 0) wystarczy
wskazaé¢ dwa ciagi punktéw z dziedziny funkcji, zbiezne do punktu (0,0) takie, ze
wartosci funkeji dla wyrazéw tych ciagdéw maja rézne granice.

» (a) Niech (x,) bedzie dowolnym ciggiem zbieznym do 0 i niech y, = awx,, gdzie
a € R. Wtedy ciag (Tn, yn) = (n, axy,) jest zbiezny do (0,0), gdy n — oo. Pokazemy,

ze granica
$nyn

i
W T2+ 2
zalezy od parametru a. Stad bedzie wynikalo, ze badana granica funkcji nie istnieje.
Rzeczywiscie dla z,, # 0 mamy

fn S g 0T g0 o

Zatem rozwazana granica nie istnieje.

» (b) Niech (z,,) bedzie dowolnym ciagiem zbieznym do 0 i niech y,, = az?, gdzie
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a € R. Wtedy ciag (zn, yn) = (xn, o ) jest zbiezny do (0,0), gdy n — oo. Pokazemy,
ze granica

2
n

im —*—
zalezy od parametru a. Stad bedzie wynikalo, ze badana granica nie istnieje. Rzeczy-
wiscie dla z,, # 0 oraz a # —1 mamy

2 2
x, . T, . /ayg_l

lim = lim = lim = .
n—o00 gj% + Yn n— o0 3}% + Oéx% naoo%/ (1 + Oé) 1+«

Zatem rozwazana granica nie istnieje.
» (c) Niech (x;L,y;L) = (0,1/n) oraz (x;;,y;;) = (1/n,0) dla n € N. Oczywiscie ciagi
te sa zbiezne do (0,0), gdy n — oco. Ponadto mamy

’ 1"
) T . 0 . x .
lim = lim ———=1m0=0 oraz lim ——2— = lim —*— =1.
n—oo X, + Y, n—oo 1 n— o0 n—oo r, + Y n— o0

0+~ n Tt Un ~ 40
n

Otrzymalismy rézne granice, zatem granica rozwazana w zadaniu nie istnieje.

» (d*) Rozwazmy ciagi

(i) = (02). (eroi) = ()

Kazdy z nich jest zbiezny do (0,0), gdy n — oo. Jednakze

1
/ y 0--
lim —" n = lim — 2 5 =0.
n
Zas
1 3 3
1 1 _— f 2 -
lim —2n¥n gy 2”) — lim ) .,
n—oo " " n—oo n—oo 3
3 (xn) + 2y,
n(l— 2n) —2n
To oznacza, ze badana granica nie istnieje.
> Zadanie 3.3. Uzasadnié¢, ze podane granice funkcji nie istnieja:
a?y® sin zy =2y
a lim ———; b lim ——=; ¢ lim —/———;
(®) (@)= (0,0 at +y* (b) (@)= (0,0) 22 +y? ) (@y)—(0,0) 4 +y?
-2
@ tm SV g hw TEVL oy gy TV
(zy)—(1,1) 22 +y* — 2 (@9)—(0,0) 22 +y’ (2,9)—(0,0) 22 + 33
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Odpowiedzi. Rozwazy¢ ciagi:

@ (envn) = Wm0, (enw) = Q/ma/my 0 (ehvn) = ©1/m), («h0) =
(fn 1/ () (anwn) = . 1/n), (20 ) = (UVA1/n); (@ (an9) = L+ 1/m, ),
(shnwn) = A+ yn1=1m)s @) (smya) = ©.1/n), (w19.) = (VaF 1/n,~1/n);
() (x;,y;) = (1/n,0), (ley;') = (1/n,—¥n+1/n).

» Przyktad 3.4. Obliczy¢ granice:

1

(a) lim (xy)Q ; (b) lim e v ;
(2,9)—(0,0) 22 + 2 (2,y)—=(0,0) \/22 4 42
(© tm SETVIWIoY gy gy v t2 :
(@,9)—(0,0) r—y ’ (zy)—(-2.2) 2Y? + 2y% — xy — 2y’
© tm ey ) tm
(2,y)—(0,0) Tty ’ (x.y)—(0,0) £2 4 4yb

Uwaga. Wszystkie granice rozpatrujemy w obszarze okreslonosci funkcji.

Rozwigzanie. Do znajdowania granic funkcji wielu zmiennych mozna stosowaé twier-
dzenia o arytmetyce granic oraz twierdzenia o dwoch i trzech funkcjach, analogiczne
do takich twierdzen dla funkcji jednej zmienne;j.

» (a) Zastosujemy twierdzenie o trzech funkcjach. Dla kazdego punktu (z,y) # (0,0)
prawdziwe sg nieréwnosci

2,2 2
zys 9 Y 21 _
<x2+y2—ajx2+y2<a}~1—x.

Poniewaz dla funkcji ograniczajacych mamy

lim 0=0 oraz lim 2%=0,
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)

wiec z twierdzenia o trzech funkcjach wynika, ze
2,2
lim % -
(2,9)—(0,0) T= + ¥y
» (b) Wyznaczenie szukanej granicy sprowadzimy do znalezienia granicy funkcji jed-

nej zmiennej. Podstawiajac v = 1/4/2% + y? mamy (z,y) — (0,0) <= u — .
Zatem rozwazana granica przyjmuje rownowazna postaé¢ lim u/e". Stosujac do otrzy-
u—00

manej nieoznaczonosci co/oo regute de L’Hospitala mamy

. u H .. 1
lim — = lim — =0.
u—oo e u—oo et

Zatem szukana granica jest takze rowna 0.
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» (c¢) Dla z # y mamy

23+ 22y — xy? — y? B

1m
(2.9)—(0,0) Ty
2 9 2 9
oy Pty ety o @)@ty
(2.9)—(0,0) r—y (@900 Ty
~ gm EOEEVERY) o 2= (0402 =0,
(2.9)—(0.0) z—7 (2.9)—(0.0)

» (d) Dla xy? + 2y% — zy — 2y # 0 mamy

T+ 2 T+ 2

lim = lim
@y —(-22) 2y? + 292 —2y — 2y  (@y—(-22 ¥} (z+2) —ylz +2)
. 7
= hm —_—
(@y)—(=2.2) y(y — 1) (242]
1 1 1

lim .
@y—(-22yly—1) 2(2-1) 2

» (e) Zauwazmy, ze dla x + y # 0, mamy

arctg (x2 — y2) . arctg (x2 - y2)
m — = lim — - (z—vy)
(@,9)—(0,0) T+y (@y)—0,0) | (+y)(z—y)
" 2 _ .2
_ o XRE ) oy,
(z,y)—(0,0) ¢ =y (z,y)—(0,0)

Po podstawieniu u = x? — y? w pierwszej z granic otrzymamy

arctg (22 — y?) . arctgu
—_— % = lim ——— = 1.
(z,9)—(0,0) x? —y? u—0 U
Ponadto
LA
Zatem

arct 2 g2
im —g(x y):1-0=0.
(2,9)—(0,0) z+y

(f*) Uzasadnimy, ze rozwazana granica jest réwna 0. Najpierw zauwazmy, ze dla

(x,y) # (0,0) mamy )
Y

332 + 4y6

eyl
22+ 4y8 4

Pokazemy, ze dla (x,y) # (0,0) prawdziwa jest nieréwnosé

3
Aallyl? _ |
$2+4y6



Pochodne czastkowe funkcji 81

Poniewaz (|z| — 2|y|3)2 > 0, wiec |z]? + 4|y|® — 4]z||y|* > 0. Stad 22 + 4y° > 4|z||y|*.
Po podzieleniu obu stron relacji przez =2 + 4y% # 0 dostajemy zadana nieréwnosé.
Zatem

ry?

Alz|ly [yl _ 1yl
0< = LAl
a2 4 498

Ta244yS 4 T 4

Poniewaz dla funkcji ograniczajacych mamy

lim 0=0 oraz lim |y|
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) 4
wiec z twierdzenia o trzech funkcjach wynika, ze
4
. xy
l — =0,
(r,y)1—>rn(0,0) 2+ 4y6
a co za tym idzie réwniez
4
lim  — =
(@y)—(0,0) 22 + 4y°
> Zadanie 3.4. Obliczy¢ granice:
2
. Ty . 2 2\ .

a) 1 -} b) 1 +y?) sin ———;
(®) (0.0 (00) 72 + 42 (b) (2. (0,0) (% + 97 sin 25 +y!
(¢) lim cos (@ + 1), (d) lim Sm(fizy);

(z,)—(0,0) (2 +y?) (z,y)—(0,0)  T=+Y
2,2 4 2 _ .2 4 1
(e)  lim Y Ty + ; (f) lim —tg Y ;
(zy)—(1,2) Ty —2T—y+2 (zy)— 0,0 2y ~ 1+xy
. tg (z° —v°) . 3
lim ——~; h lim 1+2y) ;
(g) (z,y)—(0,0) r—y ( ) (z,y)—(0,1) ( y)
3

. . Ty : . 2 2
i* lim ————; * lim In (z% + y°).
() (@) —(0,0) 22 +y* 0% 0.0 (=447

Uwaga. Wszystkie granice rozpatrujemy w obszarze okreslonosci funkcji.

Odpowiedzi. (a) 0; (b) 0; (c) 1/2; (d) 0; (e) 8; (f) 1; (g) 0; (h) e; (i*) 0. Wsk. Wykorzystaé
2l ol
nier6wnosé o2

< 1; (§%) 0. Wsk. Zauwazy¢, ze dla z > 0, y > 0, 2° +y° < 1 zachodza
nieréwnosci yIn (0 + y°) < yIn (2° + %) < 0.

Pochodne czastkowe funkcji

» Przyktad 3.5. Korzystajac z definicji zbadaé, czy istniejg pochodne czgstkowe

rzedu pierwszego funkcji f i g we wskazanych punktach:
2

(a)f(x,w:%, (€0, 90) = (0,1);  (b) f(x,y) = asinzy, (z0,y0) = (m,1);
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(C) f(xay) = 3\/ $3 - y37 (x(JayO) = (070)7
a3 +y
(d) g(@,y,2) = ¢ 22 +y2 + 22 dla(z,9,2) #(0,0,0), (20,0, 20) = (0,0,0).
0 dla (mayvz) = (07070)7

Rozwigzanie. Pochodne czastkowe rzedu pierwszego funkeji f(z,y) w punkcie (xo,yo)
okresla si¢ wzorami:

. f(xo+ Az, y0) — f(x0,%0)
/ —
fo @0, 90) = Jim, A

)

. f(xo,y0 +Ay) — f (x0,90)
/ —
.fy (330790) - Al'}/QO Ay .

d d
Pochodne te oznaczamy takze odpowiednio symbolami 6_£ (z0,Y0), 8_ch (z0,Yy0). Po-

chodne czastkowe rzedu pierwszego dla funkcji trzech zmiennych definiujemy i ozna-
czamy analogicznie.

» (a) Mamy
O+ Az, )= f0,1) . (Ax)P-0
/ — — _— — =
fo01)= mg As T T Ar ATl
ora £(0,14 Ay) — £(0,1) 0-0
/ _ . ) + Yy) — ) _ . - _
01 = o, Ay “atay
» (b) Mamy
. [+ Az, 1) — f(m, 1) . (m+ Az)sin(r + Az) — wsinw
! — —
fa(m 1) = Alglggo Az N Alglcgo Az
. —sin Az
= A131020 (7T—|—Ax)T =7n-(-1)=—-7
oraz
. [ 14+ Ay) = f(m,1) . wsin(w(l + Ay)) —wsinw
! — —
fy(m1) = Jim, Ay = A% Ay
=g STAY) e g SOAY) ey e
Ay—0 Ay Ay—0 WAy
» (c) Mamy
0.0)  fmm TR0 50,0 Y (As)’ =0 Az,
AN Az T Aoso Az T armoAz

W podobny sposéb mozna pokazaé, ze f,(0,0) = —1.
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» (d) Mamy

gwoomzlmlﬂA%@W—g@&m

83

Az —0 Az

Az

z—0

g (Oa Ay? 0) B g(oa 07 0)

9,(0,0,0) = lim

y—0 Ay
0,0,Az) — (0,0,0
g;(o,o,m:&gog(v ’ i 9(0,0,0)

=AM TRy A Ay T
1
— —0
= lim =Y = lim —— = o0,
Ay—0 Ay Ay—0 (Ay)
0-0 .
T Ao Az Al,lzlgoo =0

Zauwazmy, ze druga z obliczonych pochodnych czastkowych jest niewlasciwa.

> Zadanie 3.5. Korzystajac z definicji zbadaé, czy istnieja pochodne czastkowe rzedu
pierwszego funkcji f i g we wskazanych punktach:

() flz,y) =220 —y* +3,

(c) 9(z,y,2) = Vo2 +y* + 26,

Odpowiedzi. (a) f7(0,1) =2, f,(0,1) =2; (b)
istnieje, g, (0,0,0) = g.(0,0,0) = 0.

(%0, Yo, 20)

(w0, y0) = (0, =1);

(b) f(z,y) = 2y,

=(0,0,0).

(w0,90) = (0,1);

f2(0,1) =1, £,(0,1) = 0; (c) g(0,0,0) nie

P Przyktad 3.6. Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f i g:

(a) fla,y) = o + iy

(d) f(z,y) = xv/2? —y%

(b) J(.y) = wtg
(¢) fla,y) =

(© flow) =

(f) f(z,y) = arctg (sin (ocyz));

2 .
T~ sin
e v,

(8) g(r,,2) = (50w L) s () gla,9,2) = 227 () g(r,,2) = y+In (2 +22).

Rozwigzanie. Przy obliczaniu pochodnej czastkowej wzgledem jednej zmiennej pozo-
stale zmienne traktujemy jak state. Do wyznaczania pochodnych czastkowych sto-
sujemy reguly rozniczkowania funkcji jednej zmiennej, tj. wzory na pochodne sumy,
réznicy, iloczynu, ilorazu oraz zlozenia funkcji. Operacje obliczania pochodnych czast-
kowych po z, y funkeji f(z,y) oznaczamy odpowiednio przez [f(z,y)]., [f (=, y)]; albo

tradyeyjuie - (f(z,)) a% (f(z.1)).

» (a) Dla punktéw (x,7y) € R? speliajacych warunek 22y # 0 mamy

/ /
— 3 N )
N )
2 |1 2 -2 4
3 ! 3 3
= . —_ _— f— .1 — _ [R—
y - [z, ; {$2}z vl g = 5
oraz
/ !
3 37/
fé = [xy +T] = [xy ]y—i— [Q;T]
Y , Yly
2 ]1 2
— 3 _ 2 _ 2
—x-[y}u—FP{—L—x-?)y + = —Q—Bxy—nyQ.
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» (b) Dla punktéw (x,y) spelniajacych warunki y/z # n/2 + kn (k € Z), z # 0
mamy

vy’ / y v
/: t —:| == 't - '|:t _:|
!
=1l-tg=+=z 7 [Q} ztgy—i— (—yg):tgy— Y
cos? 2 LTz T ocos? 2 €z T peos?Z
oraz
Y7’ Y1’ 1 Y7’ T 1 1

e
! Ty Ty cos? L Laly o2l x o2l
x x x

» (c) Dla punktéw (z,y) speliajacych warunki  + lny # 0, y > 0 mamy

, 3z 7' _ [Bal, - (z+Iny) -3z [z +Iny],
fo = L‘Hny]r a (z + Iny)>?
3(zx+Iny)—3z-(1+0) 3lny
B (z + Iny)? ~ (z+ny)
oraz
! ’
fy = L ffny]y =3z [(x—l—lny)_l]y
=3z (-1 (z+1Iny) *[z+1ny], = -3z (z+1ny) - 1o —373:.
v vy yle+ny)?

» (d) W punktach (z,y), ktérych wspétrzedne spetniaja nieréwnosé x? — y? > 0,
mamy

o= [VE=] =l Ve [V
.T.[$2_y2};:1/x2_y2+
2\/x* —y
2

T _ 222 — o2

\/xQ — 2 B \/xQ — 2

=1- x?_y2+x

2 —y? +

oraz
I !
fy = v = [V,
T —zy

y
1 s oy
=z —— |2 —y| =—oxns - (0—2y) = ———.
222 — 42 [ }y 222 — 42 ( ) 2 — 2
» (e) Dla punktéw (x,y) € R? mamy
. !/ .
f; — |:61251ny:| :er2smy . [332 smy};

2 . / 2 i . 2
=¥ Y .giny - [xz}z =¥ MY .giny - 2x = 2w sinye® MY
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oraz

[y = [ew%i“y}/ =% siny, [2? siny]; =¥ siny . 42 [siny], = e SNy 22 cosy.
Y
» (f) Dla (z,y) € R? mamy
1 o
=——— . [sin (2y
),
1

1+ (sin (2y2))? (@97 - la ]z 1+ (sin (zy?))? Y 1+ (sin (z2))?

i = [arc tg (sin (xyg))};

oraz
2 / 1 . 2\1/
fy = [arctg (sin (a:y ))L} = m : [sm (xy )}y
_ 1 cos (2?) - T2l — <O (zy?) oy — 2y cos (zy?)
1+ (sin (zy2))? (o) - low }y 1+ (sin (zy2))* 1+ (sin (zy2))*

» (g) W punktach (z,y, 2), dla ktérych z # 0, mamy

47’ 3 /
g, = [(53:—3;3/24—%) ] :4(5x—my2+%) -[5x—my2+%}

(a2 (il - 2L+ )

=4(5x—xy2+%)3-(5—y2+0)=4(5—y2) (5x—xy2+%)3,

!/

oraz

—i(sr-n+2)’ -z([m; )+ 1)

3 4 3
:4(5x—xy2+g) -(0—0+(—%))=——2(5x—xy2+g) .
z z z z
» (h) W punktach (z,y, z), ktérych wspélrzedne spelniaja nieréwnosci z > 0, z > 0,
mamy:

g = [2¥ = 2", = [2¥], = [*], = ya¥™! = 2" Inz,
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z1! ’ 2V _ o .
gy = [2¥ =27, = [2¥], — [¢"], =2'Inz - 0=2"Inz

oraz

g, = o — =), =[], — (), =0 — 22" = ="

» (i) W punktach (x,y, 2), ktérych wspétrzedne speniaja nieréwnosé 22 + 2z > 0,
mamy:

g, = [y—f—ln (z2 +2x)}; = [y, + [ln (z2 +2x)};
B .2 r 1 5 2
_0+z2—|—2x [Z +2x}$_22—|—23} 2_224—23:’

gy = [y+1n(z2+2x)]; = [y];—i— [111(22—1-2;6)]; =1+0=1
[y +1In (22 —|—2x)]; = [y, + [In (22 —|—2x)]/z

2 !/ 1 2Z
. 2 = 72 = —
[+* + 2], 2t T 2t

o
=
Il

=0+

22 4+ 2z

> Zadanie 3.6. Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkeji f i g:

2 2
=+ Tz
() fla.y) = — (b) g(a.y,2) = 2 + 42"
Y Y
1 —zy T
c) f(x,y) = arct ; d) g(z,y,2) = ¥———;
(© o) =mets @) gey2) =
siny/x
(©) Fey) =0 (1) ga.,2) = sinf cos(y sin ).
. - ’ z’ — y2 / y2 —a’ ’ Z Tz | 3. 4 z 2
Odpowiedzi. (a) f, = 2y = pye ; (b) gz = 22:—1—5, gy = _?—’_Z 39, = ;—I-Syz ;
/ 1 / 1 ’ _I2 + y2 + Z2 ’ _QIy ’
C x — T 7 99 = T 3 d T = T o o 20 = T o 5 .29 =
o 2 Tra T T @ (9521+y2+22)2 T @+’
—4xTZ . I _i g siny/x  pr _ = g siny/x, I . .
7@2 I (e) fx 3 Cos e Sy —cos e ; (f) gz = cos (z cos(ysin z))
cos(ysin z), g, = — cos (z cos(y sin z))- sin(y sin z)-sin z, g7 = — cos (z cos(y sin z))-z sin(y sin z)-

4 COS 2.

P Przyktad 3.7. Obliczyé¢ wszystkie pochodne czastkowe rzedu drugiego podanych

funkcji. Sprawdzié, ze odpowiednie pochodne mieszane sa réwne:
2

(a) f(z,y) = 2y + %; (b) f(z,y) = arctgay; () g(z,y,2) = e cos 5z.

Rozwigzanie. Pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji f dwéch zmiennych sa okre-
$lone wzorami:

L=l =l fe=1l. f =101

Analogicznie okresla sie pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji trzech zmiennych.
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» (a) W punktach (z,y) € R?, gdzie y # 0, mamy
227’ 2z 22’ 32
fa/::|:xy+_3:| =y+—3, f1//:|:xy+_3:| == —
v, y ‘ v, y
Obliczajac kolejne pochodne czastkowe otrzymamy:
2] 2 2 3227 6
" 1
{ v3 ] TR Yy vt |, yl
2x]’ 6x 3227’ 1222 z?
" "
= y+—] =1-—, = [x——} =0+ =12—.
Yy [ Y3 . gt T yl . Yo Yo
Pochodne czastkowe mieszane fy, f,/, sa rowne.
» (b) W punktach (x,y) € R? obliczamy pochodne czastkowe pierwszego rzedu:
1 Y
e t ! = — ! = . =
fr [a‘rc gmy]w 1+ (xy)2 [my]w 1 +x2y2 y 1+x2y27
1 1 x
/ = t ! = . ! = . = .
Obliczajac kolejne pochodne czastkowe otrzymamy:
!
[t ] ) [ by
w v, (1+a2y2)? (T+a2)  (L+a2e)
/
o ) e
yx 1+a%y2 ], (14 22y2)?
_1~(1—|—3:2y2)—y~23:2y: 1—x2y2
(1+a%y?)” (1+a%y?)*
7 = { : ] el (4 aty?) e L4 ety
Ty 1+ x2y2 . (1 + x2y2)2
:1-(1+x2y2)—3}-23}y2: 1 —a?y?
(1+a%y%)° (1 +a%y%)*
!
" o_ [ x ]/ _ [x]; S(1+a?y?) — - [14’5523/2]7, _O0—z- 222y _ —223y
v ey, (1+a2y2)” (L+a2y)”  (1+a2y?)”

3 1" " A
Pochodne czastkowe mieszane f7, f, sa rowne.

» (c) W punktach (z,y,2) € R®* mamy

!/ !/

gy = [63””64” cos 5z] .= e cos 5z - [63””] .= e cos5z - 33" = 3e3%e cos bz,
! !

g, = [*e™ cos5z] v = e** cos5z - [e?] v = €37 cosbz - 4e*V = 437V cos 5z,

g, = [e*"e" cos 54/2 = e* e . [cosbz], = €¥et¥ . (—5sin5z) = —5ePTet? sin 52
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Obliczajac kolejne pochodne czastkowe otrzymamy:

"o 3x 4y _ 4y . 3x _ 3x 4y
gy, = [3e*e* cos 52} =3¢ cosz - [e } = 9e**e® cos 5z,
Gy = [4e 374 cos 52} =4e*cosz - [e 31} = 12e3"e*Y cos 52,
x
: / : .
gy, = [-be 374 gin 5z] = —5e* sin 52 - [6390} = —15e3"e*¥ sin 52,
x x
"o 3z 4y . . r_ r_ 3z _4y
gy = [3e7e cosSz}y =3¢ cos 5z - [e? ]y = 12e3e*V cos 5z,
li !
Gyy = [4 3264 cog SZL = 43" cos 5z - [e y]y = 16e3"e* cos 5z,
. ! . / .
Gy = [—5e 374 gin 5z}y = 53 sin 5z - [e‘ﬂu = —20e37e*Y sin 5z,
"o 3z 4y . ! 9.3z 4y . } I 3z 4y
gl = [3e’e™ cos5z] | = 3e?elV - [cos 5z2], = —15e*"e!Y sin 5z,
"o 3z 4y I 4 3z 4y I 3z 4y -
g2, = [4e’7e™ cosbz] | = 4e’e™ - [cos 5z], = —20e7e!Y sin 5z,
. !/
gl = [-5e*e* sin 54 = —5e3e . [sin52]] = —25e3"e*¥ cos 5.

Odpowiadajace sobie pochodne mieszane gy, i gy, 9. 1 924 9y 1 G2, 52 rOwne.

> Zadanie 3.7. Obliczy¢ wszystkie pochodne czastkowe rzedu drugiego podanych
funkcji. Sprawdzié¢, ze odpowiednie pochodne mieszane sg réwne:

: 2 2
(a) f(z,y) = sin (2 + ¢*); (b) f(z,y) = ze"™;
1
(c) g(x,y,z):ﬁ; (d) g(x,y,z)zln(w2+y4+z6+1),
VITEF YTtz
Odpowiedzi. (a) fi, = [z = —daysin (2* +4°); () Jiy = Sz = ™2+ ay); (¢)
g// _ g// _ 3zry g// _ g// _ 3xz
T @)’ Verr2 2T T @) e h 2 a2
” ” 3yz " ” —81’y3 ”
Gy = Yoy = i (d) 9oy = Gya = ) Yoz =
T SRy iy A R R P N B T
"o__ _12$25 no_o o _24@/325
9za (x2 + y4 + ZG + 1)27 gyz gzy (I2 + y4 + 26 + 1)2 :

» Przyktad 3.8. Obliczy¢ wskazane pochodne czastkowe funkcji:
’f _
(a) Bedy flay)=ze¥; (b) g2, 9(x,y,2)=In (2" +2y —2).

Rozwiazanie.
» (a) W punktach (z,y) € R? obliczamy kolejno pochodne

of of O ol &F
Ay’ oy?’ oyd’ oyt dxdyt

Mamy
0

0 _ 0 ey = L (o) = e,

dy
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Pf o (or\ N
5t = (3y) ~y (2e) = g ) =
Bf o (Pf\ 0, o, ,
o =y (o) = 7 = g ) = e
or o (Pf\ 0, O
e =y ) =y (7o) =y () =
OF 9 (fN o0, . 0 )
ot = s () = 7 ) = gy =
» (b) W punktach (x,y, z) € R? spetniajacych warunek 2%+ 2y —z > 0 kolejno mamy
/ 2
, [ 2 }’ B —4
Gyy = 22+ 2y — 2 y_ (x2+2y—z)2’
Y 4 " 16
Iayy (x2+2y_z)2 i (x2+2y—z)37
o 160 | 48z
Izzyy (22 42y — 2)° B (22 + 2y — 2)"
7 I " R TR
9zzzyy (x2+2y_2)4 . ($2+2y—2)5'

> Zadanie 3.8. Obliczy¢ wskazane pochodne czastkowe funkcji:

an . . 1 ——x—'_y'
(a) dxdy?’ [z, y) = sinzy; () foyay: f(2:9) = 2= y'
o3 x?y3
() Wygazv 9(x,y, 2) = Zy ; (d) gifyyeer 9(,y,2) = ™2
“12@z+y).

Odpowiedzi. (a) —z(2sinxy + zy coszy); (b)

(d) 2" (2 + zy).

Rézniczka funkcji

(€ ~62 (1)

(x—y)>

P Przyktad 3.9. Napisaé réwnanie plaszczyzny stycznej do wykresu funkcji:

(a) f(z,y) = VI —a?—y?>w

punkcie (\/_, —V/3, zo);

(b) f(z,y) =yln (2 + xy — y2) w punkcie (2,1, zp);
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(c) f(z,y) = (242 — 3y)* w punkcie przeciecia wykresu z osia Oz;

(d) f(z,y) = e®T¥ — e*™¥ w punkcie przeciecia wykresu z osia Ox.

Rozwigzanie. Réwnanie plaszczyzny stycznej do wykresu funkcji f(z,y) w punkcie
(0, Yo, 20) nalezacym do wykresu ma postaé

z— 20 = fr (x0,%0) (x — x0) + f{, (z0,90) (¥ — o) , gdzie z0 = f (z0,0).
» (a) Dla funkcji f(z,y) = /9 — 22 — y? mamy
fi=[VimE 9] = s (-2 = ——

f= Vo= v - —2\/9—155Ty2 ()=
ot
A = e )
f(va—vi) - ———U)

- (v - (-va)? P

Ponadto zo = f (v/2, —v/3) = 2. Réwnanie plaszczyzny stycznej ma wiec postaé

z—2=—?(m—\/§)+§(y+\/§),

czyli \/Ex—\/§y+2z—9:0.
» (b) Dla funkcji f(z,y) = yIn (2+ 2%y — y*) mamy

fi=[ym@+a?y—y*)] =y [m(2+2%y—y?)],
1 2xy

e 2y =
Yarary— g YT 2ty

2

fi=yln(2+2% — yz)]; ], - In (2+ 2%y —*) +y- In (2+ 2%y — y2)};

— . 2 — 2 71 . 2_
=1 ln(2—|—xy y)+y PR I— (a: Zy)
_ 2,24 V(T —2%)
_1n(2+xy y)+2+x2y—y2'
Zatem 0.9 12 A
) B 2. 4
ff”(z’l)_2+22-1—12 5 (2 )
1-(2°-2-1 2
/ _ 2.1_12 -\ 7 ) “
f(2,1)=m(2+2%-1 1)+2+22.1_12 Inb+ .
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Ponadto zp = f(2,1) = In5. Réwnanie plaszczyzny stycznej ma zatem postaé
4 2
z—1Inb= g(x—2)+ 1n5+g (y—1),
a po przeksztalceniach postaé
4 2
z= gx—i— (1115—}—5)3;—2.

» (c) Punkt przeciccia wykresu funkeji f(z,y) = (24 = — 3y)* z osia Oz ma wspél-
rzedne (0,0, £(0,0)) = (0,0, 16). Zatem nalezy obliczyé pochodne czastkowe funkeji f
w punkcie (0,0). Mamy

fi= [(2+x—3y)4};:4(2—|—m—3y)3-[2—|—m—3y];:4(2—|—m—3y)3,

fy=[@+a=3y)"] =42+z -3y 2+2—3y], = —12(2+ 2 — 3y)°*.
Zatem
f2(0,0) =4(24+0-3-0)* =32, f}(0,0) = —12(2+0—3-0)*> = —96.
Réwnanie plaszezyzny stycznej ma wiec postaé
z—16 =32(x — 0) + (—96)(y — 0),

czyli z = 32z — 96y + 16.
» (d) Wspétrzedne punktu (zo, yo, z0) przeciecia wykresu funkcji f(z,y) = e* ¥ —
e*™Y 7 osig Ox wyznaczymy z ukladu réwnan:

T4y 4—y

y=0, 2=0, z=¢e¢ —e

Rozwiazaniem ukladu jest (xo,yo0,20) = (4,0,0). Zatem nalezy obliczyé pochodne
czastkowe funkeji f w punkcie (4,0,0). Mamy

fom et =) = ), = [ = e ol —0 = e,

fy= [t =], = [0~ [,
— &ty . [m +y]/y — ety [4_ y]/y = Y L ety

Stad
Fa.0) =0 = f1(4,0) = MO 4 0 = 2

Réwnanie plaszczyzny stycznej ma postaé
2 —0=c*(z—4)+2e*(y —0).

Po uproszczeniu otrzymamy z = e*(z + 2y — 4).
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[> Zadanie 3.9. Napisa¢ réwnanie plaszczyzny stycznej do wykresu funkcji z = f(x,y)
w punkcie P = (zo, Yo, 20):

(a) z=a>Vy+1, P=(1,32); (b) z=€""?Y, P =(2,-1,1);

(c) » = oSN P:(—1/2,\/§/2,—1); (d) z=a¥, P=(24,16).

arccosy’
Odpowiedzi. (a) 2 — 2 = 4(z — 1) + i(y —3); (b) 2= 1= (z—2)+2(y+ 1);

(c)z—&-l—%ﬁ(m—&-%)—%(y—?); (d) z—16 =32(z — 2) + 16(y — 4) In2.

» Przyktad 3.10. (a) Wyznaczy¢ réwnania plaszezyzn stycznych do wykresu funkeji
flx,y) = 2e” 7Y, ktére sa réwnolegle do plaszezyzny 7 : 2z = 22 — y + 3.

(b) Znalezé réwnania plaszczyzn stycznych do powierzchni z = 2% — 3y?, ktére sg
prostopadle do prostej I : x =1+ 4t, y =6t, z=2+1 (t € R).

(c) Wyznaczyé réwnanie plaszczyzny stycznej do powierzchni o réwnaniu 222 + 3y? +
2? = 31 w punkcie (3,2, —1).

Rozwiazanie.
Wektor normalny plaszczyzny stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (zo, yo, f (2o, %0))
ma postac

ny= (f; (z0:0) » £y (0, Y0) » —1) .
» (a) Wektor normalny plaszczyzny m ma posta¢ n = (2, —1, —1). Zatem plaszczyzna
styczna do wykresu funkcji f jest réwnolegla do plaszczyzny n, w tych punktach, w
ktérych wektory my, n sa réwnolegle, czyli w punktach, w ktérych spelniona jest
réwnoéé¢ ny = an dla pewnego o # 0. Poniewaz wspolrzedne z wektoréow n, ny sa
takie same, wigc o = 1. Ré6wno$¢ n = ny bedzie spelniona, jezeli

falc ({E,y) =2,
f‘vg (a:,y) =-1L

Mamy

fr= [xewfy}; = [x]; R [ewfy]; =e" V4uze" V=_>1+x)e"""Y,

gy = e, =[]

y =T - ewiy . (_1) — _xea?fy.

Powyzszy uktad réwnan przyjmie postaé

{ (I1+z)e* ¥ =2,

—xe® Y = —1.

Jedynym rozwiazaniem tego uktadu jest para (1,1). Poniewaz f(1,1) = 1, wiec réw-
nanie plaszczyzny stycznej ma postaé

s-1=2@—1)—(y—1),
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a stad z =2z — y.

» (b) Wektor kierunkowy prostej ! ma postaé¢ v = (4,6, 1). Zatem plaszczyzna styczna
do wykresu funkcji f bedzie prostopadla do prostej I w tych punktach, w ktérych
wektory ny, v sa réwnolegte, czyli w punktach, w ktérych spelniona jest réwnosé
ny = av dla pewnego o # 0. Poniewaz wspélrzedne z wektoréw ny, v sa réwne

odpowiednio —1, 1, wigc o = —1. Réwnos¢ ny = —v bedzie spelniona, jezeli
f; (xv y) = _47
Poniewaz

), -3 ), =220 30— o,

[2?]), =3 [y*], =x-0—3-2y = —6y,

dr = —4,

—b6y = —6.
Jedynym rozwiazaniem tego ukladu jest para (—1,1). Poniewaz f(—1,1) = —1, wiec
plaszczyzna styczna ma postaé

fi=[22% - 3y2];
fiy = [20% = 3y7]

wiec powyzszy uklad ma postaé

2
2

l
Y

z2+1=—4(x+1)—6(y—1),

stad po uproszczeniu 4z 4+ 6y + z — 1 = 0.

» (c) Powierzchnia o réwnaniu 222 + 3y? + 22 = 31 (elipsoida) sktada si¢ z dwéch
platéw, ktore sa wykresami funkcji dwéch zmiennych. Plat gorny jest wykresem funk-
cji z = 4/31 — 222 — 3y? | a dolny funkcji z = —4/31 — 222 — 3y2. Punkt (3,2,—1)

nalezy do wykresu funkcji f(x,y) = —4/31 — 222 — 3y2, bo f(3,2) = —1. Obliczamy
pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f. Mamy

/ -1 2
= {_\/31 — 242 — 3y2} = (—da)= - )
z 24/31 — 222 — 3y2 /31 — 222 — 3y?

! -1 3
fy=[-VBI—227 =37 = (—6y) = Y .
¥y 24/31 — 222 — 3y? \/31 —2x2 — 3y2
Stad f;(3,2) = 6 oraz f,(3,2) = 6. Po wstawieniu do réwnania ptaszczyzny stycznej
(str. 90) otrzymamy z — (—1) = 6(z — 3) + 6(y — 2), czyli z = 6z + 6y — 29.

Y)

> Zadanie 3.10. (a) Na wykresie funkcji z = arctg T wekazaé punkty, w ktorych
Yy

plaszczyzna styczna jest réwnolegla do plaszczyzny = 4+ y — z = 5.

(b) Wyznaczy¢ réwnanie plaszczyzny stycznej do wykresu funkcji z = 22 + 2, ktéra

jest prostopadla do prostej x =3+ 2t,y=1—4t, z =t, t € R.

(c) Wyznaczy¢ réwnanie plaszczyzny stycznej do powierzchni o réwnaniu 2% = 24 +y*
w punkcie (—\/5, 2, —5) .
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Odpowiedzi. (a) z = z+y—n/2; (b) 2z = —2z+4y—>5; (c) z+5 = GT\/g (m + \/§) —%(y—?).

P Przyktad 3.11. Wykorzystujac r6zniczke funkcji obliczy¢ przyblizone wartosci wy-
razen:

(a) 1.98% . 7003, (b)

arctg0.9
V4.02

Rozwigzanie. Wykorzystamy wzor przyblizony

(¢) 0.997%95;  (d) 1/13.032 — 2.992 — 4.062.

f (w0 + Az, yo + Ay) = f (w0, 0) + f1 (T0,yo) Az + f;, (w0, 90) Ay
oraz

g (xo + Az, yo + Ay, 20 + Az) =
9 (0, Y0, 20) + 95 (o, Yo, 20) Az + gy (z0, Yo, 20) Ay + g (z0, Yo, 20) Az.

» (a) Przyjmujemy f(z,y) = 2%eY, (20,0) = (2,0) oraz Az = —0.02, Ay = —0.03.
Zatem f(2,0) =4 oraz

fi = [2%e"], = 2we¥, f1(2,0) =4, f; = [a7e¥]] =a’e¥, f;(2,0) = 4.
Po podstawieniu do wzoru przyblizonego otrzymamy
1.98 - e %9 = £(1.98,—0.03) ~ 4 + 4(—0.02) + 4(—0.03) = 3.8.

Dokladna wartosé tego wyrazenia jest rowna 3.804534 . . .

» (b) Przyjmujemy f(z,y) = arctgz/\/y, (zo,y0) = (1,4) oraz Az = —0.1,Ay =
0.02. Zatem f(1,4) = 0.1257 oraz

arctgx ! 1 , 1
fi= [ } = —[arctga], = ——~, f.(1,4) =0.25,
NI \/ﬂ[ ] VY (1 +22) .4
arctgx ! 1] arctgx
fl = [ } =arctgx [—} = . f1(1,4) = —0.0156257.
Y VI o, Vil, —2uy o1 4)
Po podstawieniu do wzoru przyblizonego otrzymamy
arctg0.9
——— = f(0.9,4.02) = 0.125m 4+ 0.25 - (—0.1) — 0.0156257 - 0.02
s = 1(09,402) (~0.1)

= 0.1246875m — 0.025 ~ 0.366717.

Dokladna warto$¢ tego wyrazenia jest réwna 0.365495. ..

» (c) Przyjmujemy f(x,y) = z¥, (xo,y0) = (1,3) oraz Az = —0.003, Ay = 0.05.
Zatem f(1,3) =1 oraz

fo=["T, =ya¥~t, [L(L3) =3, f, =[], ="z, f(1,3)=0.
Po podstawieniu do wzoru przyblizonego otrzymamy

0.99739 = £(0.997,3.05) ~ 1 + 3 - (—0.003) + 0 - 0.05 = 0.991.
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Dokladna warto$¢ wyrazenia jest rowna 0.993860. ..

» (d) Przyjmujemy g(z,y,2) = Va2 —y? — 22, (20, 90,20) = (13,3,4) oraz Ax =
0.03, Ay = —0.01, Az = 0.06. Zatem ¢(13,3,4) = 12 oraz

4 1 x
g;:{\/:ﬁ—y?—zﬂ = 25r= ———,

z 9 /m2_y2_22 /x2_y2_22

/ 1 _y
/: \/x2— 2—22:| = . —2 :—7
Ty { Y v 212 —y2 — 22 (=2y) [a2 — 2 — 22

1 _

(—22) = i

[a2 — 2 — 22

!

L= |22 = 2_Z2} _

g { y = 222 —y2— 22
i stad

13 1 1

(1 4)=— (1 4) = —- (1 4)=—-.

003,34 =, g(13,3,4) =~ 9.(13,3,4) = —

Po podstawieniu do wzoru przyblizonego otrzymamy

13 1 1
V/13.032 = 2.992 — 4.062 ~ 12+ T3 0:03+ <_Z> - (—0.01) + <—§> -0.06 = 12.015.

Dokladna warto$¢ tego wyrazenia jest réwna 12.014874. ..

> Zadanie 3.11. Wykorzystujac rézniczke funkcji obliczy¢ przyblizone wartosci wy-

razen:
(a) (1.02)% - (0.997)% (b) /(2.93)3+(4.05)3+(4.99)3;
(c) 2.97 - €295 (d) COISZ'GOE’.

449

Odpowiedzi. (a) 1.054; (b) 5 (c) 3.12; (d) 0.51.

150
» Przyktad 3.12.

(a) Kat ¢ widzenia drzewa (rysunek) zmierzony z dokladnoscig A, = 0.01 [rad] jest
réwny 7/4, a odleglo$é d miejsca pomiaru od pnia drzewa zmierzona z doktadno-
$cia Ay = 0.1[m] jest réwna 30.00 [m]. Z jaka w przyblizeniu dokladnos$cia mozna
obliczy¢ wysokosé tego drzewa?

d

(b) Boki prostokata wynosza a = 10 cm i b = 24 cm. Jak zmieni sie¢ w przyblizeniu
przekatna p tego prostokata, jesli bok a zwiekszy sie o 4 mm, a bok b zmniejszy sie o
1 mm?
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Rozwiazanie.
» (a) Wysokos$¢ h drzewa wyraza sie wzorem h = h(p, d) = dtg ¢. Dokladnosé obli-
czen mozna wyznaczy¢ ze wzoru przyblizonego

Ap & || Ay + | Ag,

gdzie obie pochodne czastkowe sa obliczone w punkcie (¢, d), ktéry jest wynikiem
pomiaréw. Mamy zatem

d 30.00 7r
Ay~ |—E AL+ g o] Ay = .0.01 ‘t —‘-0.1:0.7.
h 'Cosw‘ o +ltgpl Ag a7 +tg 7

Wysokos$é drzewa mozna wyznaczy¢ w przyblizeniu z dokladnoscia 0.7 [m].
» (b) Przyrost AP wartosci funkcji P = P(a,b) w punkcie (a,b) odpowiadajacy
przyrostom Aa zmiennej a i Ab zmiennej b mozna przyblizy¢ rézniczka tej funkcji

AP ~ P!(a,b)Aa + P}(a,b)Ab.

W zadaniu mamy P(a,b) = v/a? + b2, a = 100 mm, b = 240 mm, Aa = 4 mm oraz
Ab = —1 mm. Stad

a . b (_1)_4-100—240-1_§
VaZ + b2 | (100,240) VaZ + b2 | (100,240) V1002 + 2402 13

Dlugo$é przekatnej prostokata zwiekszy sie w przyblizeniu o 8/13 mm.

AP ~

[> Zadanie 3.12. (a) Wysoko$¢ i promien podstawy stozka zmierzono z dokladnoscia
1 mm. Otrzymano h = 350 mm oraz r = 145 mm. Z jaka w przyblizeniu dokladnoscia
mozna obliczy¢ objetoéé V tego stozka?

(b) Krawedzie prostopadlo$cianu maja dlugoéci a = 3 m, b = 4 m, ¢ = 12 m. Obliczy¢
w przyblizeniu, jak zmieni sie dtugos$é¢ przekatnej prostopadtoscianu d, jezeli dlugosci
wszystkich krawedzi zwigkszymy o 2 cm.

(¢*) Robot do zgrzewania karoserii samochodowych sklada si¢ z dwdch przegubowych
ramion o dlugosci @ = 1 m, b = 2 m (rysunek). Polozenie zgrzewarki jest okreslone
przez katy a = w/4, 8 = /3. Obliczy¢ w przyblizeniu dokladnosé jej polozenia, jezeli
katy odchylenia ramion ustawiane sa z doktadnoscia A, = Ag = 0,003 rad.

Y
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Odpowiedzi. (a) Ay ~ 7/3- 122525 mm® ~ 128308 mm?; (b) Ag ~ 19/650 m ~ 0.02923 m;
(c*) Wsk. Polozenie zgrzewarki okreslone jest wzorem

r = (z,y) = (acosa+ bsin §, asin o + b cos 3). Blad polozenia zgrzewarki

Ay =1/ (AP +(A,)? = \/(—asina “Ap+bcosf-Ag)?+(acosa - Ay—bsin - Ag)® ~
0.0032 [m].

Pochodne czastkowe funkcji ztozonych
» Przyktad 3.13.

Wykorzystujac reguly rézniczkowania funkeji ztozonych obliczy¢ pochodne pierwszego
rzedu wzgledem ¢ funkcji

(a) z = f(z,y) = = +ay, gdzie z = ¢!, y = tc,
22
(b) w= f(z,y,2) = proaL gdzie x = cost, y = sint, z = t.

Rozwiazanie.
» (a) Do obliczenia pochodnej funkcji ztozonej z(t) = f(x(t),y(t)) wykorzystamy
wzér:
ZI:f;'xl+f:;'yl7
ktoéry w zapisie tradycyjnym ma postaé

dz_af.da: 8f.@

dt — oz dt ' By dt

Mamy

(b) Z kolei do obliczenia pochodnej funkcji ztozonej w(t) = f(x(t),y(t), z(t)) wyko-
rzystamy wzor

w' =2+ fyy L
ktoéry w zapisie tradycyjnym ma postaé

dw Of dx Of dy Of dz

dt  Ox dt Oy dt ' 0z dt’
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Przy obliczaniu pochodnych czastkowych, funkcje w wygodnie jest przedstawié¢ w
postaci w = 22 (2% + y2)71. Mamy
/

W = [2 (@) feost) +[? (w2+y2)_1l, bint)+[* (+*+4) "] 1y

z

= —22 (a:2+y2)72 2x - (—sint) — 22 (x2+y2)72~2y -cost + 2z - (a:2+y2)71- 1.

Zauwazmy, ze 2> + 3> = cos’ t 4+ sin? t = 1, wiec kontynuujac rachunki mamy

= —t?-2cost- (—sint) — t* - 2sint - cost + 2t = 2t.
> Zadanie 3.13. Wykorzystujac reguly rézniczkowania funkcji ztozonych obliczy¢
pochodne pierwszego rzedu wzgledem ¢ funkcji:
(a) z = f(z,y) = arctgf, gdzie x = e?' — 1, y = e?' + 1;

Y

(b) z= f(z,y) =1ln (x2 + 2xy), gdzie v =t, y = e;
(c) w= f(z,y,z) =xy + yz + zx, gdzie x = sinht, y = cosht, z = .

Odpowiedzi. (a) 2’ = 4¢*'/ (2—|—€4t); (b) 2 =2 (t—|—et (1 —|—t)) / (t (t—|—2€t)); (c) w' =
cosh 2¢ + (¢t + 1)(sinh ¢ + cosh t).

» Przyktad 3.14. Wykorzystujac reguly rézniczkowania funkcji zlozonych obliczy¢
pochodne czastkowe pierwszego rzedu wzgledem w« i v funkcji

(a) z = f(x,y) = ™, gdzie x = u + v, y=u®—v;

(b) w = f(z,y,2) = 22 — 2y + yz, gdzie x = uv, y:g, z=1u—0.
v

Rozwiazanie.
» (a) Do obliczenia pochodnych czastkowych funkcji ztozonej z(u, v) = f(z(u,v), y(u,v))
wykorzystamy wzory:

Zy=fo Tt fy Ve w2 = ST+
ktére w zapisie tradycyjnym maja postacé

0z Of Ox  Of Oy 0z Of Ox 8f.@

ou  Or Ou

dy Ou’ v Oz v dy v

Obliczamy kolejno pochodne czastkowe funkcji f wzgledem zmiennych z, y i pochodne
czastkowe funkcji x, y wzgledem zmiennych u, v. Mamy
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Podstawiajac obliczone pochodne czastkowe do podanego na wstepie wzoru otrzy-

mamy
!

_ Y .t Y, / / Ty
z, = ye™Vx, +xe®x, = (yx,, + xx)) e

[(w? =) - 14 (ut0?) - 20] (0 F %) (w2 =)

3 2,2 o0 003
:(UQ_U+2UU_2U3)61L + uv uv — v

oraz

~

z, = ye™y, + ey, = (yy,, + zy,) €Y

= (@ =) - 2u+ (uto?) - (~1)] ele T 07) (= 0)

3 2,2 .3
:(2u3—2uv—u—v2)eu +utv uv — v

» (b) Do obliczenia pochodnych czastkowych funkeji ztozonej

w(u,v) = f(z(u,v),y(u,v), 2(u,v))
wykorzystamy wzory:
Wy = fo @+ fyvat 2wy = fodl + fy Y+ 1L 2
ktére w zapisie tradycyjnym maja postacé

8w_8f.8m 8f.8y af 0z aw_af.ﬁx 8f.8y 8f.82

e m A b b, o= L
Ju Ox Ou + Jy Ou + Jdz Ou  Ov Ox Ov Jy Ov 0z v
Obliczamy pochodne czastkowe funkcji f wzgledem zmiennych x, y, z i pochodne

czastkowe funkcji x, y, z wzgledem zmiennych u, v. Mamy
fo=[a?—wy+yz] =22y,
2 !
[y =z —xy—l—yz}y = —z+ 2,
I
t=[? ey tye] =y
oraz

2, = [w), =v, 2, =[]

, ul’ 1 , ul’ U
wel2] b el -2
Viu v Vv v

I
Podstawiajac obliczone pochodne czastkowe do podanego powyzej wzoru otrzymamy

/

w, = 2z —y) @, + (—z+2)y, + vz,

-1

U 1 w
= (2uv——)-v+(—uv+u—v)-—+—
v v

2
:2u02—u—u+3—1+2:2uv2—2u—|——u—1
v v v
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oraz

~

w, = (2z —y)z, + (—z + 2)y, +yz,

u u u
— (2 __). _ _ .(__) L]
(uv » u+ (—uv+u—wv) = —l—U( )
2 2 2 2
:guv_”_+”__”_+ﬁ_ﬁzgu2v_

v 2 2’

> Zadanie 3.14. Wykorzystujac reguly rézniczkowania funkcji ztozonych obliczy¢
pochodne czastkowe pierwszego rzedu wzgledem « i v funkcji:

(a) z = f(z,y) = 1n%, gdzie x = usinv, y = ucosv;
Y

(b) z = g(x,y, z) = arcsin %, gdzie © = eV, y = u? + 0%, z = 2uw.
y+z

1 Ccos v u sin v
Odpowiedzi. = 2 =ct —_—
P (a) 2 u 1l+wucosv & Cgv+1+ucosv
(u —v)e*/” (u2 +uv + 21)2) ev/v

(b) 2, = ;2 = — :
v(u+v)y/ (u+v)t — e2u/v v2(u+v)\/(u+v)* — e2u/v

» Przykfad 3.15. Funkcja f spetnia warunek f;’, + f;, = 0 (réwnanie Laplace’a).
Pokazaé, ze funkcja g okreglona wzorem g(u,v) = f (u?—v?, 2uv) réwniez spelnia
warunek g/ + g, = 0.

Rozwigzanie. Przyjmujac z = u? — v? i y = 2uv mamy 2/, = 2u, o/, = —2v iy}, = 2v,

ys, = 2u. Korzystajac dwukrotnie z pierwszego wzoru (3, str.98) mamy kolejno
g = fooal 4 [y = 2u+ f 20 =2 (ufl +vf)
gi =2 [ufi+ o) =2 (f+ulfil, + o [£]))
:2( (fow - @+ Fyo-wi) + o (fay - @i+ fyy - y’u))Z
2(’+u <2u + 2v)+v( <2u + 2v))

= 2(f5 + 202 £, + 207 ;/y+2uv( v Ih))
Korzystajac teraz dwukrotnie z drugiego wzoru (3) mamy kolejno

Gy = Foray + Ly yy = fi (=20) + f) - 2u =2 (—vf; + ufy)

I
[N}
|
<
]~
+
<
S

<

"
g'U'U

Il
[N}
|
d
|
4
o
s =
_|_
<
—
N——

=0 (fhe e S l) U (@l S 90) )

—fg’g—i——v(g’c'gc-(—%)—i— ;’302u)+u( < (—2v) + ;’y2u))

I
[\
/‘\/\/‘\/‘\

4 202 4 202y — 2w (g + 1))
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Dodajac pochodne czastkowe g/, gir oraz wykorzystujac réwnosé f2/ + f/' =0,

vy
otrzymamy

Gt + G = 4 (07 +0%) flp + 4 (u* +0%) f, =4 (u +0%) (i + f,) = 0.
To oznacza, ze funkcja g spelnia réwnanie Laplace’a.

> Zadanie 3.15. Funkcja f spelnia warunek f;, + f,\, = 0 (réwnanie Laplace’a).
Pokazaé, ze funkcja g okreslona wzorem

(3 v
g(u’v)_f<u2+v2’u2+v2)

réwniez spelnia warunek g2/, + g2/, = 0.

Pochodna kierunkowa funkcji

P Przyktad 3.16. Korzystajac z definicji obliczyé pochodne kierunkowe podanych
funkcji we wskazanych punktach i kierunkach:

() f(2,9) = Va2 + 42, (w0, 0) = (0,0), v = (1/2,-V3/2);
(b) f(a:,y) = |$ - y|7 ($an0) = (15 1)7 v = (3/554/5)5
() g(z,y,2) = Vat +y® + 212, (x),90,20) = (0,0,0), v=(1/3,2/3/,2/3).

Rozwigzanie. Pochodna kierunkowa funkeji f dwéch zmiennych w punkcie (xg,yo) w
kierunku wersora v = (v, vy) definiujemy wzorem:

zts t) — ,
fé($o7yo)=tliré1+f (2o +v yo+tvy> 1 (@0, 30)

Podobnie, pochodna kierunkowa funkcji g trzech zmiennych w punkcie (zo, yo,20) W
kierunku wersora v = (v, vy,v,) definiujemy wzorem:

g (2o + vat, yo + vyt, 20 + v:t) — g (%o, Yo, 20
g':; (330790, ZO) = thI(I)1+ ( i Y ; z ) ( )

» (a) Dla funkcji f(z,y) = V22 + y?, punktu (zo,y0) = (0,0) oraz wersora v =
(1/2, —\/?;/2) mamy

"(0,0) = i = li
f3(0,0) = lim R ;
V2 t t
=l —:hm||—1 -=1
t—o0t+ t t—0t+ t t—0t t
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» (b) Przyjmujac w podanym na wstepie wzorze f(x,y) = |z — y|, (zo,y0) = (1,1)
oraz v = (3/5,4/5) otrzymamy

4 4
e [ (FEA R ATEN i
fi(1,1) = lim > > = lim > > = 1
v t—0+t t t—0t t 5
» (¢) Dla funkcji g(z,y,2) = va* + y® + 22, punktu (z9,y0,20) = (0,0,0) oraz

wersora v = (1/3,2/3,2/3) mamy

1 8 12
1 2 2 t 2t 2t
g =t, =t =t ] — (0,0,0) <—) +(—> +<—) -0
’ . 533 ) 3 3 3
9,(0,0,0) = lim =

t—0+ t t—0+ t

1 2 8 2 12
lim 24/ = =) =) $=0.
a8 \/34+<3) +<3)

> Zadanie 3.16. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne kierunkowe podanych
funkcji we wskazanych punktach i kierunkach:

(a) f(w,y) =2l +lyl,  (w0.30) = (0,0), v =(v2/2,V2/2);

(b) fl@,y) = Y35, (@o,30) = (1,0), v = (V3/2,1/2);

(c) g(z,y,2) =2® +yz, (20,y0,20) = (—1,0,1), v =(3/13,4/13,12/13).
Odpowiedzi. (a) £,(0,0) = 3v/2/2; (b) fi(1,0) = o0; (c) gh(—1,0,1) = —2/13.

» Przyktad 3.17. Obliczyé pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych
punktach i kierunkach:

() f(z,y) = sinweosy, (v0,90) = (0,7), v = (~1/2,V5/2);

(b) g@,y,z):%, (0, Y0, 20) = (1,0,—4), v = (—6/7,3/7,—2/7).

Rozwigzanie. Jezeli funkcja f dwéch zmiennych ma ciagle pochodne czastkowe f;, f,
w punkcie (zg, yo0), to jej pochodna kierunkowa w tym punkcie w kierunku wersora v
mozna obliczy¢ ze wzoru

11 (xo,y0) = grad f (zo,yo) o v, gdzie grad f = ( g’c,fz’,) . (3.1)

Podobnie, jezeli funkcja g trzech zmiennych ma ciagle pochodne czastkowe g, g?’/, g,
w punkcie (xq, Yo, 20), to jej pochodna kierunkowa w tym punkcie w kierunku wersora
v mozna obliczy¢ ze wzoru

9y (0,0, 20) = grad g (0, Yo, 20) o v, gdzie grad g = (g}, 9;,9.) - (3.2)
» (a) Funkcja f(z,y) = sinx cosy oraz jej pochodne czastkowe

f1 = [sinz cosy],, = coszcosy, fy = [sinz cos y]; = —ginzsiny
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sa okreélone i ciagte na R%. Zatem pochodna kierunkowa f7 (0, 7) mozemy obliczyé ze
wzoru (3.1). Mamy

f2(0,m) = -1, f{/(o,ﬂ'):O,
stad
grad f(0,m) = (f;(o,ﬂ'),f;(o,ﬂ)) =(-1,0).

Zatem dla wersora v = (—1/2, \/?;/2) otrzymamy
1 V3 1 3 1
f'z/)(O?W):(_laO)o <_§7\/7—> :(_1) <_§>+0§:§

» (b) Funkcja g(z,y,2) = pory

oraz jej pochodne czastkowe
Y

!
— 1 1 -1
o= || == ()=
ztyl, <Z+y z+y z+y

i), o [ﬁlz(z“”)' e
R e A A A Y
= lzty

. (z+y)? (z+y)?  (24y)?

sa okreélone i ciagle na zbiorze D = R3 \ {(z,y,2): 2 +y = 0}. Poniewaz punkt
(1,0,—4) nalezy do zbioru D, wiec pochodna kierunkowa g, (1,0, —4) mozemy ob-
liczy¢ ze wzoru (3.2). Mamy

1 5 1
'(1,0,—4) ==, ¢/ (1,0,—4) = —, g¢.(1,0,—4) = —
gI( 70) ) 47 gy( )07 ) 167 gZ( 70) ) 16)
stad
grad g(1,0,—4) = (g,(1,0,—4),9.(1,0,—4),¢.(1,0,—-4)) = 1o 1)y,
Yy €T y Y r Iy y Y 1 Jz Yy 4716716

Wstawiajac obliczone wielkosci do wzoru (3.2) otrzymamy

15 1 63 2 11
P10, -4) = (2> = Vo[ -2,2,-2) = ——.
9 (1,0, ~4) (4’16’16)0( 7T 7) 102

> Zadanie 3.17. Obliczyé pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych
punktach i kierunkach:

(a) f(xvy) = 3:2 =+ y2’ (x()vy()) = (_374)5 V= (12/1375/13);
(b) g(z,y,2) =", (x0,y0,20) = (—1,1,-1), v= (1/2, —3/4, \/5/4)

Odpowiedzi. (a) grad f(—3,4) = (—6,8), f,(—3,4) = —32/13; (b) gradg(—1,1,—1) =
(—e.e,—e), go(—1,1,—1) = —(e/4) (5+V3)..
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» Przyktad 3.18. (a) Dla funkcji f(z,y) = /a2 + y? znalezé wersor v taki, ze

(b) Dla funkcji f(x,y) = 5 znalez¢ wersor v taki, ze f (2,1) = 1.

(¢) Dla funkcji f(x,y) = xy? znalezé wersor v, w kierunku ktérego pochodna kierun-
kowa funkcji f w punkcie (3, —1) jest najmniejsza.

Rozwigzanie. Jezeli funkcja f ma ciagle pochodne czastkowe f;, f; w punkcie (zo,yo0)
oraz v = (cos p, sing), to wzér (3.1) z poprzedniego przykladu przyjmuje postaé

fo (0, 90) = f1 (20, 90) cos @ + f,, (z0,yo) sin . (3.3)
» (a) Funkcja f(x,y) = v/22 + y? oraz jej pochodne czastkowe

/ €T !/ y
R /= 2} S — /:{,/2+ 2} -y
f [x P fy SRR Py

sa okreélone i ciagle na R? \ {(0,0)}. Zatem w punkcie (—3,4) mozemy zastosowaé
wzér (3.3). Mamy

=3 3 gy 4 4

Z warunkéw zadania otrzymamy

3 4
fi1(-3,4)=0 <= — gcosw—i— gsingpz 0.

Stad oraz réwnosci sin? ¢ + cos? p = 1 mamy

cosp = —— 3 1b _ =3
o=z ; albo cosp=, sinp=—=.

5)
Zatem v = (—4/5,3/5) albo v = (4/5,—3/5).
» (b) Funkcja f(z,y) = z/y oraz jej pochodne czastkowe f;, f,

, 2] 1 , z]’ x
fz:_ = fy:_ :__2
Yiz Y Y1y Y

siny =

sa okredlone i ciagle na zbiorze D = R?\ {(z,y) : y = 0}. Poniewaz punkt (2, 1) nalezy
do zbioru D, wiec mozemy wykorzystaé wzér (3.3). Mamy

f2, ) =1, f(2,1)=-2.
7 warunkéw zadania otrzymamy

f1(2,1) = cosp — 2sinp =1,
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czyli cosp = 1+ 2sin p. Stad oraz réwnosci sin? ¢ + cos® p = 1 dostaniemy réwnanie
sin? g 4 (14 2sing)? =1,

ktore jest rownowazne kolejno réwnaniom

sin? o+ 1+4sinp+4sin? = 1,

5sin® p+4sing = 0,

sin ¢ (5sinp+4) = 0.
Z kolei ostatnie z nich jest réwnowazne alternatywie sing = 0 lub sinp = —4/5.
Zatem korzystajac z warunku cosp = 1 4 2sin ¢ mamy odpowiednio cos¢ = 1 albo
cosp = —3/5. Tak wiec, szukanymi wersorami sa v = (1,0) albo v = (—3/5,—4/5).
» (c) Przypomnijmy, ze wektor grad f (xo,yo) wskazuje kierunek, w ktérym po-
chodna kierunkowa funkcji o ciaglych pochodnych czastkowych f w punkcie (zo,yo)
jest najwieksza. Zatem wektor przeciwny — grad f (xo, yo) wskazuje kierunek, w kto-

rym ta pochodna jest najmniejsza. Dla funkcji f(x,y) = 2y? oraz punktu (xg,yo) =
(3, —1) mamy

fo=[2], =y FG-D)=1  fi=[w’] =2y, f,(3,-1)=-6

Zatem —grad f(3,—1) = — (f.(3,—1), £y (3, —1)) = (—1,6). Po unormowaniu otrzy-
mamy wersor

B 1 (—1,6) = < -1 6 )
Jorae T\ )
w kierunku, ktoérego pochodna kierunkowa funkcji f w danym punkcie jest najmniej-

sSza.

> Zadanie 3.18. (a) Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji f(z,y) = y — 2% +
2In(zy) w punkcie (—1/2, —1) w kierunku wersora v tworzacego kat a z dodatnia
czesdcia osi Ox. Dla jakiego kata o pochodna ta ma wartosc¢ 0, a dla jakiego przyjmuje
wartos$¢ najwieksza?

(b) Wyznaczyé wersory v, w kierunku ktérych funkcja f(z,y) = Ve* (x +y2) w
punkcie (0,2) ma pochodna kierunkowa réwna 0.

(¢) Wyznaczy¢ wszystkie punkty, w ktérych pochodna kierunkowa funkcji f(z,y) =

JT

— w kierunku wersora (\/5/2, \/5/2) przyjmuje wartos$é 0.
Yy

Odpowiedzi. (a) f; (—=1/2,—1) = —5cosa — sina, « = —arctgh, a = 7 — arctgh; (b)
v = (3/5,4/5), v = (—3/5,—4/5); (c) punkty pélprostej y = 2z, x > 0.
Wz6r Taylora. Ekstrema funkcji

P Przyktad 3.19. Napisaé wzér Taylora z reszta R,, dla podanych funkcji w otocze-
niu wskazanych punktéw, jezeli:

(a) f(x,y) =sin*(z +y), (z0,50) = (m,7), n = 2;
(b)) f(z,y) = =22 + 2zy + 3y* — 62 — 2y — 4, (x0,0) = (—2,1), n = 3.
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Rozwiazanie.
» (a) Wzér Taylora w punkcie (zg,yo) dla funkcji z = f(x,y) oraz dla n = 2 ma
postaé

F(s) = f (0,0) + 33 [F4 (30,0) (2 = 20) + f; (0,0) (y = w0)] + el ),

gdzie

Ro(a, )= g7 [ 726 m) (o0 4272, (6, m) (=0 (y—0)+ £y (&) (5—30)°]

przy czym (§,n) = (xo +0(x—x0),y0+ 0 (y — yo)) dla pewnego 0 < 6 < 1. Obli-
czymy potrzebne pochodne czastkowe. Mamy

[z = [, = 2sin(z+y) cos(r+y) = sin2(z+y),
ve = foy = foy = 2c0s2(z +y) .

Zatem
film,m) = fymm) = sin2(m + ) = 0

va (&) = fy (§,m) = f, (§;m) =2cos2(§+1) ,

gdzie (¢,7n) = (7r +O0(x—m),m+60(y— 7r)2) . Ponadto f(m, ) = 0. Tak wiec poszu-
kiwany wzor ma postaé

sin®(z +y) = 0+%(0-(x—7r)+0-(y—7r))

+% (26082(§+77) (x—7)2+2-2c082(E+n) (x —7)(y — )

+2cos2(E+1) (y — 77)2)

= cos2(¢+1) ((w=m) + 20 = m)y—m) + (y = 7)),

» (b) Wzér Taylora w punkcie (zo,7o) dla funkcji z = f(x,y) oraz dla n = 3 ma
postaé

£ u)=F (o 90) + 17 [ (@0, 0) (2 = 0) + £ (20, 90) (s — 30)]
o[22 (0, 0) (2 — o) 4272, (w0, 0) (2 — 70) (3 — 30)
+ £ (@0, o) (y — w0)? | + Rs(x,y),

edzie

R3(x7y) = l [ ;I;r(fvn) (33 - x0)3 + 3.]%/;7;(5777) (33 - xO)Q (y - yO)

3!
+3f2 (&) (x— o) (y — yo) + F1,(&,m) (y — yo)g} ,
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przy czym (§,m) = (xo+ 6 (z — o) ,y0 + 0 (y — yo)) dla pewnego 0 < 6 < 1. Obli-
czymy potrzebne pochodne czastkowe funkcji

f(z,y) = —2® 4+ 2zy + 3y°> — 62 — 2y — 4
w punkcie (xo,y0) = (—2,1). Mamy f(—2,1) =1 oraz
=21 = (=204 25— 6)]_yy) = 0, F1(~2,1) = 20+ 6y — )|y, =0,
we(—2,1) = =2, f,(=2,1) =2, f,(-2,1)=6,

" " "

wm(:c,y) = wyu(xﬂy) = wwy(xvy) = Lzu(xvy) =0.

Zatem
fle,y) =1+ % [0-(z4+2) +0-(y—1)]
b [2042)? £ 2264 2)(y — 1)+ 6y 1)) + Bafa.).
gdzie

Rs(x,y) = % [0-(z+2)° +3-0-(z+2)*(y—1) + 3-0- (z+2)(y—1)* + 0-(y—1)*] = 0.

Ostatecznie
flz,y) =1— (z+2)* +2(z+2)(y—1) + 3(y—1)%

> Zadanie 3.19. Napisa¢ wzor Taylora z reszta R, dla podanych funkcji w otoczeniu
wskazanych punktéw, jezeli:

(a') f(xay) = sin (x2 + y2) ) (x07 yO) = (07 0)7 n= 3;

(b) f(xay) = (!E—f—y)B, (x07y0) = (_]—71)7 n=4.

Odpowiedzi. (a) sin (m2 + y2) =u— é (129u2 sin 6%u + 86°u® cos GQu), gdzie u = x2 + >
oraz 0 € (0,1); (b) (x+y)* =(x+ 1> +3@x+1) >y —-1) +3@x+1)(y—1)>+ (y—1)>

» Przyktad 3.20. Znalezé ekstrema funkcji:

(a) f(z,y) = (22 +y?) €% (b) f(z,y) = (x—y+1)* + 2z +y—4)%
(©) flary) = o /g il + gVl (d) f@y) = e 4 e 4 &3,
(e) fz,y) = a* +y* — day; () f(z,y) = e¥(y — cosz).

Rozwigzanie. Niech funkcja f ma ciagte pochodne czastkowe rzedu drugiego na oto-
czeniu punktu (2o, yo). Jezeli f; (zo,y0) = 0, f;, (w0, y0) = 0 oraz

H (20,y0) = det fﬂ:c:w (%0, y0) fa/c/y (%0, y0)

> 0,
Ty (xo, yO) fgl/y ((E07 yO)



108 Rachunek rézniczkowy funkcji dwéch i trzech zmiennych

to funkcja f ma w punkcie (zg,yo) ekstremum lokalne wlasciwe i jest to minimum,
gdy f2 (x0,y0) > 0 albo maksimum, gdy f2 (zo,yo) < 0. Wyznacznik H nazywamy
hessianem.

» (a) Dziedzing funkcji f(z,y) = (22 + y?) €® jest R2. Jej pochodne czastkowe rzedu
pierwszego sg postaci:

/

1= [(2z+v?) ew]; = [2z+ yﬂ; e’ + (22 + y?) ["],
= 2e” 4+ (2x+y2) e’ = (2x—|—y2 —|—2) e’
fy=1@e+y?) ] = 20 +97] e+ (22+ %) €], = 2ye” + 0 = 2ye”.

7 warunku koniecznego istnienia ekstreméw wynika, ze funkcja f moze je mieé tylko
w punktach, w ktérych

fr=(2e+y*+2)e” =0,
fy =2ye" =0.
Rozwigzujac ten uktad mamy
(2z+1y>+2) e = 0] : €, {2x+y2+2:0, {2x—|—2:(), {m:—l,
<~ — <~
2ye” = 0] : e £ 0 2y=0 y=20 y=0.
Wyznaczymy pochodne czastkowe rzedu drugiego funkcji f i obliczymy znak jej hes-
sianu w puncie (—1,0). Mamy
= [(2x+y2 +2) ew]; = [2x—|—y2 + 2];690 + (2x—|—y2 + 2) [e*].,
= 2¢" 4+ (2m+y2—|—2)er = (2x—|—y2—|—4)ez,
xr 4 4 T xr
ro=[(2z+y*+2)e ]y = [2x+y2+2]ye + (22 4 y* +2) [e"]

!/

ya y
= 2ye” +0 = 2ye” = fr,,
vy = [2yez]; = 2e”.

Stad

a;/w(_lvo) a/:/ (_150) 2671 0 _
H(-1,0) =det | ", (~1,0) ”y(—l 0) = det [ 0 91 ] =4e 2> 0.
Ty ) yy )

Z warunku wystarczajacego wynika, ze funkcja f ma w punkcie (—1,0) ekstremum
lokalne, przy czym jest to minimum, gdyz £ (—1,0) = 2e~! > 0.

» (b) Dziedzing funkcji f(x,y) = (x — y+ 1)% + (22 +y — 4)? jest R2. Jej pochodne
czastkowe rzedu pierwszego sa postaci

= _y+1)2+(2x+y—4)2};:2(x—y+1)+2(2x+y—4)-2
205z 4+y—7),
[(@—y+1°+@Qe+y—4)°] =2@—y+1) (-1) +2Q2z +y—4)
2(x+2y —5).

fy
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7 warunku koniecznego wynika, ze funkcja f moze mieé¢ ekstrema lokalne jedynie w
punktach zerowania sie obu pochodnych czastkowych pierwszego rzedu. Mamy zatem

fi=20x+y—7)=0,

fy=2(x+2y—5)=0.
Rozwiazujac uklad otrzymamy = = 1, y = 2. Funkcja f moze mieé¢ zatem ekstremum
lokalne jedynie w punkcie (1,2). Do zbadania, czy w tym punkcie funkcja f ma rze-

czywiScie ekstremum, wykorzystamy warunek wystarczajacy, czyli okreslimy znak jej
hessianu w punkcie (1,2). Mamy

v =20x+y -7, =10, [, =[2(x+2y—5)], =4,

/
ve =206z +y—T7)], =2=f,
Stad

vo(1,2) f2,(1,2) 10 2
H(1,2) = det | /2 =y — det —36>0
(h2) = de l 7 (1L,2) f1(1,2) '3 5]

oraz

7 (1,2) = 10 > 0.
Zatem w punkcie (1,2) funkcja f ma minimum lokalne wlasciwe.
» (c) Funkcja f(z,y) = 2v/y + 1+ yv/x + 1 jest okreSlonadlax > —1iy > —1, a

obie jej pochodne czastkowe istniejg dla z > —1iy > —1
f/:{x /—y+1+y —a:—kl}/: y+1.[x]/+y.[ 1 :|/ 1 i Y
‘ z v Ve+1], Vy+1 2yz+1’

! 1 ! x
"= oy +1+ \/x—i—l] :x-{ } +l, Ve +l=———=+Va+1
Iy [ / / v Vy+1], ol 2Vy+1

Jak poprzednio korzystamy z warunku koniecznego istnienia ekstremum. Mamy

Y
= +14+ ———==0,
4 Y 2vx+1
, z
= — 1=0.
Iy 5 _y+1+\/x+

A dalej otrzymamy

y
T+—2 _—ol.2vzri>0
BRI ‘ r+1>9 {2\/x+1\/y+l+y:0,
z T+ 2y/y+1vVz+1=0.
L Ver1=0/-20y+1>0 v
NIER ‘ Y

Stad mamy y = =z, co po wstawieniu np. do pierwwszego réwnania ukladu daje
2vx + 1y/x + 14z = 0. Zatem uklad réwnan ma tylko jedno rozwigzanie x = —2/3,
y = © = —2/3. To oznacza, ze funkcja f moze mie¢ ekstremum lokalne jedynie w
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punkcie (—2/3,—2/3). Teraz wykorzystamy warunek wystarczajacy istnienia ekstre-
mum. Mamy

s [ bt ]
-1 _
- 0+%' 2+ )z r1 4(3:+1)gi/a:—17

b= [ o] =5[] L

x 1 —x
PR e N R TS INTES |
oraz ,
y :[ +1+L] :[m}ljt#[]’
ve YT e, WYL T
_ 1 1 Y
W e W s B
Stad

7 — = =——<0.

378) 7 2 2 (2 2\ [T g VBT
w3 3) "W\ 3 3 2

Zatem w punkcie (—2/3,—2/3) funkcja f nie ma ekstremum lokalnego.

» (d) Funkcja f(x,y) = ! 4" Y 4 €31 jest okreslona na R2. Pochodne czastkowe
funkcji f sa postaci:

f; — [el—r _|_er—y + eS—Q—y}

9 2) < 9 2)
" (__ 2\ L, (2 2 V3
T ’ Y ’ - \/g
H( 2 2>_dt 3773 3 3) | _gee | 2 9

= L ] = e e,

I [ 1— —1 34yl _ [,1—z]’ -y’ 34yl 0 ot 3+
fy—[e T+etVte “}y—[e w]y—l—[eg” “}y—i—[e y]y—O e’V y e,
Jak poprzednio korzystamy z warunku koniecznego istnienia ekstremum. Mamy

fg/c _ _el—z LY = , 61790 _ egc—y7
fy=—¢e"Y+ 3T =0 "V =3V =

l—z=z-—y, x=-1/3,
— —
r—y=3+y y=—5/3.

Stad funkcja f moze mieé¢ ekstremum lokalne tylko w punkcie (—1/3,—5/3). Teraz
skorzystamy z warunku wystarczajacego istnienia ekstremum. Mamy

= [T+ ]

/o= [—e"Y +63+y]; - _ [eﬂc*y]; + [63+y]; — TV 4 B3

/ /

"o 1—z T—y _ 1—x xr—
m—[—e +e ]w ,=e T+t

Yy

é,m _ [_61790 + ewfy]; _ [elfw]; + [ew*y]; —0— " Y = g/c/y.
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Stad
1 5 A3 3)7A 3 3 3 3
—,——= | =det =det 264 64 =3¢’ >0
3 3 " 1 o " 1 5 3 3
w\"373) w7373 e e
oraz

4
1 5 3
"=, =] =2 0.

Zatem funkcja f ma w punkcie (—1/3, —5/3) minimum lokalne wiasciwe.
» (e) Dziedzina funkcji f(z,y) = * +y* — 4y jest R2. Jej pochodne czastkowe rzedu
pierwszego sg postaci:

fo=la"+y* - 4my]; = [xﬂ; + [y4]; — [4zy)), = 42® + 0 — 4y,

_ 144 r_ o4y 47 r_ 3

fo = [z* +y —4xy]y =[x }y—i— ly ]y— [dzy], = 0+ 4y” — 4a.
7 warunku koniecznego wynika, ze funkcja f moze mie¢ ekstrema tylko w punktach,
w ktorych

f£:4x3_4y:07
f?’/:4y3—4x:0.

Rozwiazujac powyzszy uktad mamy
4z — 4y = 0, 2* —y =0, @’ =y,
{4y3—4x:0 {y3—x:0 -z =0
3 _ 3
=Y, r =Y,
— —
{(x?’)B—xzo {x(mg—l):o,
czyli trzy rozwiazania (z1,y1) = (0,0), (z2,y2) = (1,1), (x3,y3) = (—1,—1). Dla
ustalenia, czy w tych punktach funkcja f ma ekstrema wykorzystamy warunek wy-

starczajacy. W tym celu wyznaczymy pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji f.
Mamy

1= [4a® —4y] =4 [2%] — 4y, =4-32% - 0=1242,
”—[4y —43:] =4y ] —4 3y? — 0 = 1292,
jo = 40 — 2] =4[+, 4[y]y:0—4=—4= Yy

Zbadamy teraz znak hessianu kolejno w punktach (0,0), (1,1), (=1, —1). Mamy

0—4
H(0,0)—det[ 4 0] —16 < 0.
Zatem w punkcie (0,0) funkcja f nie ma ekstremum lokalnego. Z kolei w punktach
(1,1) oraz (—1, —1) mamy

12 —4

H(1,1) = H(~1,~1) = det {_4 I

}:128>0
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oraz
alc/w(lv 1) = alc/w(_lv —1)=12>0,

tak wiec w kazdym z nich funkcja f ma minimum lokalne wlasciwe.

» (f) Dziedzina funkcji f(z,y) = e¥(y — cosx) jest R2. Jej pochodne czastkowe rzedu

pierwszego sa postaci

! i .
fr = [e(y —cosx)], = €Y [y —cosz], =e’sinz,
;o ) r ’ Y
fy = [e’(y — cosz)], = [e¥], (y — cosx) + e’ [y — cosz],

=eY(y—cosx)+e’=¢e"(l+y—cosx).

7 warunku koniecznego wynika, ze funkcja moze mie¢ ekstrema tylko w punktach, w
ktérych spetniony jest uktad réwnan

fi=eYsinx =0,
fy=¢"(1+y—cosz)=0.

Rozwiazemy ten uklad

eYsinz =0|:e¥ #0, sinz =0, r=kn, k€Z,
— —
e(1+y—cosz)=0]:e" 1+y—cosz=0 1+y—coskr=0
r=kr, keZ, r=km keZ,
N
1+y—(-1)*=0 y=(-1DF-1=0.

Zatem ukltad spelniaja punkty postaci (k7r, (—1)F — 1) (k € Z). Obliczymy teraz
pochodne czastkowe rzedu drugiego. Mamy

7 = leYsinz], = e¥ [sinx], = e¥ cosz,

"o /_ / i

vy = V(1 +y—cosz)], =[e’], (1+y—cosz) + e[l +y—cosz],
=eY(1+y—cosz)+e¥=eY2+y—cosz),

I

y

1
yr

"

= [e¥sinx] vy

=sinx [ey]; =sinz-e¥ =

Zbadamy znak hessianu w punktach postaci (kr,(—1)* — 1) (k € Z). Mamy

(—1)F-1 k
e -1 0 1)k
H (km, (—1)F —1) = det . (=1) RETE (—1)ke2((-D"=1)

oraz

7 (km, (1)F = 1) = (=1)keCD 1 (k€ 7).

Z warunku wystarczajacego istnienia ekstremum wynika, ze punktach postaci (2km, 0)
funkcja f ma minimum lokalne wladciwe, a w punkach postaci ((2k + 1) w, —2) — nie
ma ekstremoéw.
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> Zadanie 3.20. ZnaleZ¢ ekstrema funkcji:

a) f(z,y) =3(x— 1> +4(y+2)%  (b) flz,y) =2 +y° - 3ay;
(

o~ (@ +y*+2z).
b

(c) f(z,y) = 2® 4+ 3zy® —bla — 24y;  (d) f(z,y) =

(e) flw,y) =87 +47 42755 (f) f(a,y) = 2y* (12— z —y) (z,y > 0);
®) fan) = S+ 24y >0 () foy) = 37 ~32hn(ey) (.5 > 0
(i) f(z,y) =sinz + cosy + cos(z —y) (0 <z, y < 7/2);

0) o) = (@ =0)"+ (=) () fop) =tno+ 45

Odpowiedzi. (a) (1, —2) min. lok.; (b) (1,1) min. lok.; (¢) (4,1) min. lok., (—4,—1) max.
lok.; (d) (—1,0) max. lok.; (e) (0,0) min. lok.; (f) (3,6) max. lok.; (g) (4,2) min. lok.; (h)
(4,4) min. lok.; (i) (w/3,7/6) max. lok.; (j) (0,0), (1,1) min. lok.; (k) (62,4) min. lok.

P Przyktad 3.21. ZnaleZ¢é najmniejsza i najwieksza warto$é funkcji f w obszarze D
lub w jej dziedzinie naturalne;j:

(a) f(z,y) = a* —2y%, D: 2® +y* < 36;

(b) f(z,y) = 2%y — 8z — 4y, D — tréjkat o wierzchotkach (0,0), (0,4) i (4,0);

(c) f(

(d) fz,y) = V1I—a2+ /4 —a2 2.

Rozwigzanie. Wartosci najmniejsza i najwigksza funkcji na ograniczonym obszarze do-
mknietym znajdujemy w nastepujacy sposob: na obszarze otwartym szukamy punk-
tow, w ktorych funkcja moze mieé ekstrema lokalne. Nastepnie na brzegu obszaru
szukamy punktow, w ktorych funkcja moze mie¢ ekstrema warunkowe. Na koncu po-
rownujemy wartosci funkcji w otrzymanych punktach oraz na tej podstawie ustalamy
wartosci najmniejsza i najwieksza funkcji na obszarze. Nie ma potrzeby korzystania
z warunku wystarczajacego.

» (a) Znajdziemy najpierw punkty wewnatrz

x,y) =« —y, D — obszar okreslony nier6wnosciami 0 < y < 1 — x2/2

rozwazanego zbioru (rysunek), w ktérych y
funkcja f moze mieé¢ ekstrema. Mamy 6
12+y2:36
f; = 2(E, f‘vg = -
7 warunku koniecznego wynika, ze funkcja f P
moze mie¢ ekstrema lokalne tylko w punktach,
w ktorych

fo=2x=0, f,=-4y=0,

czyli w punkcie (0,0). Zauwazmy, ze punkt ten nalezy do wnetrza rozwazanego ob-
szaru. Zbadamy teraz funkcje f na okregu z? + y?> = 36. Zauwazmy najpierw, ze
funkcja f spelnia warunki f(z,y) = f(—x,—y) oraz f(z,y) = f(—=z,y). Zatem bada-
nie funkeji na okregu 2% +y? = 36 wystarczy ograniczy¢ do pierwszej éwiartki uktadu,



114 Rachunek rézniczkowy funkcji dwdch i trzech zmiennych
a wiec do badania na pélokregu y = 1/36 — 22, gdzie = € [0, 6]. Mamy zatem
g(z)=f (x, V36 — xg) =2 —2(36 —2%) =32° — 72, z €[0,6].

Funkcja kwadratowa g przyjmuje warto$¢ najmniejsza (réwna —72) w punkcie z = 0
(wtedy y = 6) oraz warto$¢ najwicksza (réwna 36) w punkcie z = 6 (wtedy y = 0). Z
poréwnania otrzymanych wartoéci w punktach (0,0), (6,0), (0,6) wynika, ze funkcja
f w obszarze D osiaga warto$¢ najmniejsza réwna —72 w punkcie (0,6), a warto$é
najwieksza réwna 36 w punkcie (6,0). Z symetrycznosci funkeji f wynika, ze wartosé
najwieksza osigga réwniez w punkcie (—6,0), a najmniejsza w punkcie (0, —6).

» (b) Jak w poprzednim przykladzie badanie rozpoczynamy od wyznaczenia punktéw
wewnatrz rozwazanego obszaru (rysunek), w ktérych funkcja moze mie¢ ekstrema.
Wobec warunku koniecznego funkcja f(x,y) = x%y — 8 — 4y moze mieé ekstrema
tylko w punktach, w ktérych zachodza réwnosci

fi=2ay—8=0, fj=2"-4=0.

Rozwiazujac powyzszy uklad otrzymamy dwa punkty (2,2) i (—2,—2). Zauwazmy,
ze punkt (2,2) lezy na brzegu, a punkt (—2, —2) poza rozwazanym obszarem, czyli
zaden z nich nie lezy w jego wnetrzu. Zbadamy teraz funkcje f na brzegu obszaru,
ktory sklada sie z trzech odcinkéw (rysunek). Badanie funkcji na brzegu oznacza jej
analize odpowiednio na prostych

I'i: y=0, gdzie 0 <z < 4,
Yy
Ty: =0, gdzie 0 <y <4,
Py: y=4—ux, gdzie <z <A4. 140
3

Mamy zatem

Iy fi(z) = f(2,0) = =8z, gdzie 0 <z <4, 2
Ty: faly) = f(0,y) = —4y, gdzie 0 <y < 4, Ty § %
Dyt fy(e) = flad—2) = a4 da® — 4o 16 -

gdzie 0 < z < 4. o] 2 > o, 4 ¢

Poniewaz dwie pierwsze funkcje sa liniowe, wiec swoje wartosci ekstremalne przyjmuja
na koncach przedzialu okre$lonosci. Mamy zatem trzy miejsca, w ktérych funkcja f
moze mie¢ wartosci ekstremalne. Sa to punkty (0,0), (4,0), (0,4). W punktach tych
mamy f1(0) = f(0,0) = f2(0) = 0, fi1(4) = f(4,0) = =32, fa(4) = f(0,4) = —16.
Natomiast dla funkcji f3 mamy

fh(z) = =32 + 8z — 4.

Zatem 5
fix) =0 <= —32°+8r—-4=0 < =2 lub r=3

Poniewaz wyznaczone powyzej dwa punkty naleza do wnetrza przedziatu [0, 4], wiec
funkcja f3 moze przyjmowaé wartosci ekstremalne dla x = 2/3, x = 2 oraz na konicach
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przedziatu, czyli x = 01z = 4. Tym samym funkcja f moze mie¢ wartosci ekstremalne
na prostej I's w punktach (2/3,10/3), (2,2), (0,4) i (4,0), przy czym f3(2/3) =
F(2/3.10/3) = —464/27, fa(2) = f(2,2) = —16, f3(0) = f(0,4) = —16, fs(4) =
f(4,0) = —32. Z poréwnania otrzymanych wartosci wynika, ze przyjmuje ona warto$é
najmniejsza réwna —32 w punkceie (4,0), a najwieksza réwnag 0 w punkcie (0, 0).

» (c) Poniewaz f; = 1, f; = —1, wiec nie jest
spelmiony warunek konieczny istnienia ekstre-
mum. To oznacza, ze funkcja f nie ma eks-
treméw lokalnych. Zbadamy teraz te funkcje
na brzegu obszaru D. Brzeg sklada sie z od-
cinkn 'y : y=0 (—\/5 <z < \/5) oraz tuku
paraboli'y : y=1— 332/2 (—\/5 <z < \/5)

Na odcinku I'y funkcja f ma postaé

fi(z) = f(x,0) =z, gdzie — V2 <2< V2,

jest wiec funkcja liniowa. Zatem wartosci ekstremalne przyjmuje na koncach prze-
dzialn [—v/2,V2]. Mamy f; (—\/5) —f (—\/i, 0) - V2ify (\/5) —f (\/5 0) -

V2. 7 kolei na tuku paraboli I'y funkcja f ma postaé

f2(33)=f<3371—%> Z%—l—x—l:%[(x—i—ly—iﬂ.

Jest wiec funkcja kwadratowa, ktéra wartosci ekstremalne przyjmuje na koncach prze-
dziatu {—\/5, \/5} lub w wierzchotu x = —1. Mamy

W) =1 (VB0 =2 1(v3) =1 (v20) =2
oraz

fo(—1) = F(~1,1/2) = =3/2.
7 poréwnania otrzymanych warto$ci wynika, ze funkcja f na obszarze D przyjmuje
warto$é najmniejsza réwng —3/2 w punkcie (—1,1/2), a warto$é¢ najwicksza réwna
V2w punkcie (\/5, 0) .

» (d) Dziedzina naturalna funkcji

— _ 2 (22 + 2
floy) = V1-a?+ /1 (a® +4?) A
jest zbiér punktéw (x,y) plaszczyzny, ktére
spelniaja uklad nieréwnosci: AW
C T

1-2°>0, 4— (2 +y%) >0.

Zbiér ten przedstawiono na rysunku. Najpierw
znajdziemy punkty wewnatrz tego zbioru, w
ktérych spetniony jest warunek konieczny ist-
nienia ekstremum.
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Mamy
! 1 1
! = [V1—a2 4 \/A—a2— 2} = (20t ——m— (-2
fo=V v V], = = R g

—x —x

+
Vi—a?  \f4—a2—y?

= [V e T

1 —Y
()=
2¢/4—x2—y? (=2) 4—x2—y?

2

!
Yy
Poniewaz wewnatrz wyznaczonego zbioru 1 — 22 > 0 oraz 4 — 22 — y? > 0, wiec
jedynym rozwigzaniem uktadu

1 1
- + =0
<\/1—x2 \/4—332—3/2)
-y

/4—x2—y2:o

jest punkt (0, 0). Oczywiscie punkt ten nalezy do wnetrza dziedziny funkcji f. Wartos$é
funkcji f w tym punkcie jest réwna f(0,0) = 3.

Przechodzimy do zbadania funkcji f na brzegu jej dziedziny. Funkcja f jest parzysta
ze wzgledu na kazda zmienna. Dlatego badania mozemy ograniczy¢ tylko do tuku
AB oraz odcinka BC. Luk AB jest opisany wzorem y = v/4 — 22, gdzie 0 < z < 1.
Funkcja f na tym luku ma postac

glx)=7f (x, \/4—3:2) = 1—x2+\/4—a:2—<\/4—a:2)2 =v1-22, z€][0,1].

Oczywiste jest, ze funkcja g przyjmuje w przedziale [0, 1] warto$é najwieksza réwna
1 dla z = 0, a najmniejsza 0 dla = 1.

Przechodzimy do zbadania funkcji f na odcinku BC. Odcinek ten ma rownanie z = 1,
gdzie 0 < y < v/3. Funkcja f na tym odcinku jest opisana wzorem

My) = f Ly =VI-P+VI- =y = 3=, ye0,V3].

Takze w tym przypadku oczywiste jest, ze funkcja h przyjmuje warto$é najwieksza
V3 dla y = 0, a najmniejsza 0 dla y = /3.

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze funkcja f w dziedzinie naturalnej przyjmuje
najwieksza warto$é¢ 5 w punkcie (0, 0), a najmniejsza 0 w punkcie (1,/3). Ze wzgledu
zauwazong symetrie warto$¢ najmniejsza przyjmuje tez w punktach (—17 \/?_>) , (1, —\/g),

(1.-V3).

> Zadanie 3.21. Znalez¢ najmniejsza i najwigksza warto$é funkcji f w obszarze D
lub w jej dziedzinie naturalne;j:

(a) f(z,y) =2 +42 D |2 + |yl < 2
(b) f(z,y) =xy?* +4ay —4a, D: —3<2<3, —3<y<0;



Wzér Taylora. Ekstrema funkcji 117

(c) flz,y) =a* +y*, D: 2® +y2 < 9;
f

(d) fla,y) = V2 =2+ V16 —a? —y?;
(€*) f(z,y) = arcsin(z + y) + arccos(z — y).

Odpowiedzi. (a) w punkcie (0,0) warto$¢ najmniejsza réwna 0, w punktach (2,0), (0,2),
(—=2,0), (0,—2) warto$é najwiecksza réwna 4; (b) w punkcie (3,—2) warto$é najmniejsza
réwna —24, w punkcie (—3, —2) warto$¢ najwicksza réwna 24; (c¢) w punkcie (0,0) war-
to$¢é najmniejsza réwna 0, w punktach (0, £3) i (+3,0) warto$é najwigksza réwna 81; (d) w
punktach (:t\/ﬂ, :I:\/Q) warto$é najmniejsza réwna 0, w punktach (0, £3) wartosé najwiek-
sza réwna 2v/7; (e*) w punkcie (0, —1) warto$é najmniejsza réwna —m /2, a w punkcie (0, 1)
warto$é najwieksza 37 /2.

» Przyktad 3.22.

(a) Na plaszczyznie x+ 2y — 3z = 6 znalez¢ punkt polozony najblizej poczatku ukladu
wspoOlrzednych.

(b) Znalez¢é wymiary prostopadloscianu wpisanego w kule o promieniu R, ktéry ma
najwieksza objetosé.

(¢) Pudeltko zapalek sklada si¢ z ramki i szufladki (rysunek). Jakie powinny byé wy-
miary pudetka o objetoéci V = 24cm?, aby do jego sporzadzenia zuzyé¢ najmniej
kartonu? Nie uwzglednia¢ grubosci kartonu ani zaktadek do sklejania.

Rozwiazanie.

» (a) Latwo uzasadnié, ze odleglosé dwbch punktéw bedzie najmniejsza, gdy kwa-
drat tej odlegtosci bedzie najmniejszy. Kwadrat odleglosci punktu (x,vy,2) € R3 od
poczatku uktadu wspélrzednych okreslony jest wzorem

d2:x2+y2+22.

Interesuja nas jednak tylko punkty lezace na plaszczyznie xz + 2y — 3z = 6. Zatem
z = (xr + 2y — 6)/3. Stad kwadrat odleglosci punktu tej plaszczyzny od poczatku
uktadu wspotrzednych jest okreslony wzorem

1
flay) =2 +y° + 5 (0 +2y—6)°, gdzie (v,y) €R®.
Szukamy najmniejszej wartosci funkcji f na calej plaszczyznie. Wyznaczamy po-
chodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu tej funkcji:

!/

1 1
fl= x2+y2+§(x+2y—6)2 =20+2 c(v+2—6) =

4

x
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1 ' 1 2
£l = [m2+y2+§(x+2y—6)2] =2y+2 5o +2y—6) 2= 5 (20 +13y - 12),
Y

!’

4 2 " 26
"o — — = — " = — — = —
M—{g(&c—i—y 3)L vy {9(2x+13y 12) A

4 "4
b= g Grru-n] =5=1

Z warunku koniecznego istnienia ekstremum wynika, ze funkcja f moze mie¢ ekstrema
tylko w punktach, w ktérych obie pochodne czastkowe pierwszego rzedu zeruja sie.
Mamy zatem

! 4 ! 2
Jedynym rozwiazaniem tego ukladu jest punkt (3/7,6/7). Poniewaz w punkcie tym
hessian

" (§ §) " <§ 9) 20 4
36 ww\ 7 ) Jw 77 9 9 504
H(Z,2) =det — det _ 202
(7’7) T 36\ L. (36 I R
w\ 7)) Jw\77 9 9

jest dodatni oraz druga pochodna czastkowa

p (36)_20
=\77) 79

jest rowniez dodatnia, wiec z warunku wystarczajacego istnienia ekstremum wynika,
ze funkcja f ma w punkcie (3/7,6/7) minimum lokalne wlasciwe. Zbadamy teraz
zachowanie funkcji f, gdy punkt (z,y) oddala sie od poczatku ukladu do nieskoiczo-
noéci, tj. gdy 2% + y* — co. Mamy
lim f(z,y)= _lim ;162—1—3/2—1—l(ac—|—2y—6)2 =00

x24y2—o00 ’ r24y2—o00 9 '
Zatem minimum lokalne jest jednoczesnie warto$cia najmniejsza funkcji. To oznacza,
ze punktem plaszczyzny = + 2y — 3z = 6 lezacym najblizej poczatku ukladu wspol-
rzednych jest (3/7,6/7,—9/7).
» (b) Jezeli dlugosé krawedzi prostopadlo$cianu oznaczymy przez 2x,2y, 2z, to jego
objetos¢ wyraza sie wzorem V = 8zyz. Poniewaz prostopadlo$cian wpisany jest w
kule o promieniu R, wiec jego krawedzie spelniaja warunek 2% + 3% + 2% = R?. Zatem

z2=+/R%— 22 —y2 Stad
V(z,y) = 8xy/R2 — 22 —y2, gdzie x>0, y>0 oraz x4+ 4> < R%

Tak wiec powinni$my znalezé warto$é najwieksza funkcji V' w podanym zbiorze. Za-
uwazmy jednak, ze nieujemna funkcja ma warto$é najwieksza w tych samych punktach
co jej kwadrat. Mozemy zatem szukaé¢ wartosci najwiekszej funkcji

flz,y) = V3(2,y) = 642°y® (R* — 2® — 7).
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w zbiorze ograniczonym D : 22 + 132 < R?, 2 > 0, y > 0. W tym celu wykorzystamy
algorytm podany w poprzednim zadaniu.

fl = [643;23/2 (Rz g2 yQ)];

64y2 [xQ]; (RQ g2 yQ) + 64x2y2 [RQ g2 yQ];
1282y (R? — 2® — y?) + 64a%y*(—22) = 128xy> (R? — 22° — ¢?),
1y = [64%y* (R =2 )]

6422 [yz]; (R2 g2 y2) + 64x2y2 [R2 g2 yQ];

1282%y (R — 2® — y?) + 642%y?(—2y) = 12827y (R? — 2® — 29%).

Rozwiazujac uklad réwnan (warunek konieczny istnienia ekstremum)

fr =128y (R? = 22° —¢*) = 0
[ =128y (R* — 2” —2y%) = 0

i uwzgledniajac fakt, ze x,y > 0 otrzymujemy uklad réwnowazny

R? —22% — 4% =0,
R? — 22 —29% =0,

a dalej
22° +y* = R?,
z? 4+ 2y? = R%

Uklad ten ma tylko jedno rozwiazanie (R/ V3, R/ \/?_>) , w ktorym funkcja f moze

mieé ekstremum. Warto$é funkcji f w tym punkcie jest réwna f (R/ V3,R/ \/§) =

64R%/27. Ustalimy teraz czy jest to wartoé¢ najwicksza funkcji f w dziedzinie. W
tym celu zbadamy zachowanie funkcji f na brzegu dziedziny. Dla punktu (xo,yo)
nalezgcego do brzegu dziedziny, tj. spelniajacego warunek (z)® + (y0)> = R? albo
xo =0 oraz 0 < yp < R albo yg = 0 oraz 0 < g < R, mamy

lim flzy) = lim 642°y® (R? — 2° — y2) = 64a3yd (R2 — x5 —y3) = 0.
(z,y)—(z0,y0) (z,y)—(z0,y0)

Tak wiec najwieksza objeto$é ma szeécian o krawedzi 2z = 2y = 2z = 2R/V/3.
Uwaga. W rozwiazaniu mozna zrezygnowac ze stosowania warunku wystarczajacego
istnienie ekstremum. W tym celu funkcje f rozszerzamy na brzeg dziedziny (dwa
odcinki i tuk okregu). Niech przyjmuje ona tam wartos$¢ 0. Latwo sprzwdzié, ze funkcja
f jest ciagla w powiekszonej dziedzinie. Z twierdzenia Weierstrassa wynika, ze w
domknietej dziedzinie funkcja ciaglta f przyjmuje warto$é¢ najwieksza. Oczywiscie nie
jest to mozliwe na brzegu (dlaczego?). To za$ oznacza, ze w punkcie wyznaczonym z
warunku koniecznego istnienia ekstremum funkcja f przyjmuje warto$¢ najwigksza.
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» (c) Niech z,y, z oznaczaja dlugosci krawedzi pudetka. Wtedy mamy zyz = V istad
z = V/(ay). Ramka pudelka po rozwinieciu jest prostokatem o bokach 2(y+ z) oraz x,
zatem ma pole 2z(y + z). Natomiast szufladka po rozwinieciu ma ksztalt prostokata o
bokach = + 2z oraz y + 2z z wycietymi w wierzchotkach kwadratami o boku z, zatem
ma pole (z + 22)(y + 2z) — 422

x T

Calkowite pole kartonu potrzebnego do sporzadzenia pudetka wyraza sie wzorem
S(x,y) = 2x(y + 2) + (x + 22)(y + 22) — 422 = 3zy + 4oz + 2y2.
Po uwzglednieniu zaleznosci z = V/(zy) otrzymamy funkcje
2V 4V
S(z,y) =3zy+—+ —.
€z Y

Znajdziemy teraz wartos¢ najmniejsza funkcji S na zbiorze nieograniczonym D =
{(z,y): = >0, y > 0}. Rozpoczniemy od wyznaczenia pochodnych czastkowych rzedu
pierwszego i drugiego funkcji S. Mamy

2 v’ 2V 2 4v7’ 4V
Sg’cz{&”cy—k—v—i——} =3y - — S;:{?)xy—k—v—k—v} =3z - —,
a dalej
2Vl 4av v 8V
Sgw=[3y—§]wzﬁ, S%Z[Bx—?}u:?,

2

!
z Yy

Z warunku koniecznego istnienia ekstremum otrzymamy uktad réwnan
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Jedynym rozwiazaniem tego uktadu réwnan jest para

o= ({54%)

Jak w poprzednich przyktadach, korzystajac z warunku wystarczajacego, zbadamy
czy funkcja S ma w punkcie (zg,yo) ekstremum lokalne. Mamy

4V
— 3
S, (x0,y0) Sty (zo, 3 3212
H(x(),y()) — det ’ (!EO yO) ”y (xO yO) — det Ty - _ 73_9 — 9750
Swy (x(), yO) Syy (an yO) 3 — (x()yo)
Yo
oraz 4V
Siz (T0,y0) = ——= > 0.
(o)

Zatem badana funkcja w punkcie (zg, yp) ma minimum lokalne wlasciwe. Nalezy jesz-
cze uzasadnié, ze w tym punkcie funkcja S realizuje minimum globalne. W tym celu
zbadamy zachowanie sie funkcji S, gdy punkt (x,y) € D zbliza sie do brzegu ob-
szaru D lub oddala sie nieograniczenie od poczatku ukladu. Dla punktu (z*,0), gdzie
x* > 0, tego brzegu mamy

2 4
lim S(z,y) = lim (Sxy + L + —V> =00
(z,y)—(2",07) (z,y)—(27,07) x Yy

Podobnie jest dla punktu (0, y*), gdzie y* > 0. Ponadto mamy

lim  S(z,y) =

r24y2—o00

o ({5 w>

funkcja S przyjmuje najmniejsza warto$é. Podstawiajac V = 24 cm? otrzymamy opty-
malne wymiary pudetka zapalek: zg = 2cm, yo =4cm, 2y = 3cm.

Zatem w punkcie

[> Zadanie 3.22. (a) W trojkacie o wierzchotkach A = (—1,5), B = (1,4), C =
(2, —3) znalezé punkt M = (xo,yo), dla ktérego suma kwadratéw odlegtosci od wierz-
chotkéw jest najmniejsza.

(b) Jakie powinny by¢ dlugosé a, szerokosé b i wysokosé h prostopadlodciennej otwar-
tej wanny o pojemnosci V', aby iloé¢ blachy zuzytej do jej zrobienia byla najmniejsza?
(c) Znalezé¢ odlegtosé miedzy prostymi skosnymi:

i - r+y—1=0, - z—y+3=0,
"l z+1=0, 1l z—2=0.

(d) Prostopadloscienny magazyn ma mieé¢ objetosé V = 216 m3. Do budowy $cian
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magazynu uzywane sa plyty w cenie 30z1/m?, do budowy podlogi w cenie 40 zt/m?,
a sufitu w cenie 20 z1/m?. Znalezé dlugo$é a, szerokosé b i wysokoéé ¢ magazynu, kté-
rego koszt budowy bedzie najmniejszy.

(e*) Wérdd tréjkatéw wpisanych w kolo o promieniu R znalezé ten, ktéry ma naj-
wigksze pole.

Odpowiedzi. (a) M = (2/3,2); (b) a = V2V, b= V2V, h = {/V/4; (¢) dmin = 3; (d)

a=>b=c=06[m]; (e*) tréjkat réwnoboczny.

Funkcje uwiktane

» Przyktad 3.23. Napisa¢ réwnania stycznych do krzywych okreslonych podanymi
rownaniami we wskazanych punktach tych krzywych:

(a) z2 +y3 — 22y =0, (zo,y0) = (1,1); (b) xze¥ +ye® = €™, (xo,y0) = (1,0).

Rozwigzanie. Réwnanie stycznej do krzywej okreslonej réwnaniem F'(x,y) = 0 w punk-
cie (g, yo) tej krzywej ma postaé

y_yoz_w(x_xo)
F,, (z0,90)

» (a) Dla funkcji F(z,y) = 2 + y* — 2y oraz punktu (x¢,0) = (1,1) mamy

F) = [2®+y° —2xy] =3y* -2z, F)(1,1) =1.

/
)

3

Zatem réwnanie stycznej ma postaé
1 .
y—1= —I(x—l), czyli y=—x+2.
» (b) Dla funkcji F(x,y) = ze¥ 4+ ye® — €Y oraz punktu (zo,yo) = (1,0) mamy
F! = [ze? + ye® — e™], = e + ye* —ye™, F.(1,0) =1,
Fy, = [ve? 4+ ye” — ewy]/y =we¥ +e” —we™, F,(1,0) =e.

Zatem réwnanie stycznej ma postaé

1 1 1
y—0=——(z—1), stad y=——x+ —.
e e e

> Zadanie 3.23. Napisa¢ réwnania stycznych do krzywych okreglonych podanymi
réwnaniami we wskazanych punktach tych krzywych:

(a) 4z —y>—y =0, (2,2); (b) 2% +y* —3xy +x =0, (1,1).

Odpowiedzi. (a) y =z; (b) y = 1.
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P Przyktad 3.24. Obliczy¢ pierwsza i druga pochodna funkeji uwiklanych y = y(z)
okreslonych réwnaniami:

(a) y — arctgy — x° = 0; (b) ze¥ + ye® — 2 = 0 w punkcie xg = 0.

Rozwiazanie.
» (a) Poniewaz y = y(x) jest funkcja uwiktang okreglona réwnaniem

y —arctgy — 2> =0,
wiec dla z z pewnego przedzialu mamy
y(z) — arctgy(z) — 2 = 0.

Rézniczkujac obustronnie wzgledem x powyzsza réwnosé otrzymamy

/ _ 1 / _ 2
Stad
200 —
y/($)1+y (33) 1 :33:27

1+ y2(z)

czyli pierwsza pochodna wyraza sie wzorem

/ _1+y2(x)_ x2: 1
v =—pe 3 <”y2<x>

Roézniczkujac otrzymana rownosé dostaniemy

322

y2(x)

)-3x2:3x2+

2 -2 / . 2
Y1) = oy S =@ @) B0 Gryle) -
[y?(2)] y3(x)
!
= 6z + 6oL V@
y3(x)
Uwzgledniajac otrzymany poprzednio wzér na y'(x) mamy
L+y*(@), »
y(z) — — et 3 3 2
7" Yy (x) Yy (x) -3z (1 +y (33))
y'(z) =6z + 62 =6z |1+ .
) ) ( (o)

» (b) Znajdziemy najpierw wartosé¢ funkcji uwiklanej y = y(z) w punkcie zy = 0.
Podstawiajac g = 0 do warunku F(x,y) = ze¥ + ye® — 2 = 0 otrzymamy yo = 2.
Sprawdzimy teraz warunki gwarantujace istnienie i rézniczkowalnosé funkceji uwiktanej
okreslonej podanym warunkiem w otoczeniu punktu xy = 0. Pochodne czastkowe

F! = [ve¥ +ye® — 2], = e + ye”, F, = [ve’ +ye* — 2]; =e" 4 xe¥
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sa ciagle w otoczeniu punktu (2o, yo) = (0,2) oraz spelniony jest warunek Fy (0,2) =
1 # 0. Zatem w pewnym otoczeniu punktu xg istnieje jednoznacznie okreslona i réz-
niczkowalna funkcja uwikltana y = y(x) taka, ze y(0) = 2. To oznacza, ze w otoczeniu
punktu xg = 0 zachodzi réwnosé

eV 4 y(z)e® —2 = 0.
Rézniczkujac powyzsza réwnoéé wzgledem zmiennej x otrzymamy
() € + 2@y (2) +y (2)e” +y(a)e” = 0.
Stad obliczamy pochodng y’. Mamy

oy M) y(x)e”
Yy (:E) = 2ev(@) + e
Uwzgledniajac fakt, ze y(0) = 2 otrzymamy

(0) 0 2
vy €Y +y(0)e et +2 9
yw__OﬁwH%O__ . =—(e?+2).

Obliczymy teraz druga pochodna funkcji uwiktanej rézniczkujac wzgledem zmiennej
x réwnosé (*). Mamy
1y () + €y () + 2! (y' (@))° + e’y (z)
Ty (x)e” +y'(@)e” +y'(x)e” +y(x)e” =0,

a dalej
y'(x) (267’(1) +ay’(x) + Zem) + 4" () (xey(r) + ex) +y(z)e” = 0.
Stad
" y(z)e® +y'(x) (Zey(m) +azy’(x) + 269“)
y'(e) =~ :
zev(®) + e®
Podstawiajac w ostatniej réwnoéci y(0) = 2 oraz 3'(0) = —e? — 2, otrzymamy
"Gy — y(0)e® +y7(0) (2e¥@ +0-y'(0) + 2¢°)
y"(0) = — 0-ey(0) 4 0
2—(e+2) (22 +2
_ 222 RFHD) page g

1

> Zadanie 3.24. Obliczy¢ pierwsza i druga pochodng funkcji uwiklanych y = y(x)
okre$lonych réwnaniami:

(a) ze¥ —y+1=0; (b) 2 +y* — 3zy = 0; (¢) x —y =sinx —siny.

ey o 2e% — e , 2x—3y
Yy =g (b)y = ;
(1 — zev) 3z — 2y

s ()y' =1,y"=0.

Odpowiedzi. (a) y' =

1— xev
» 30zy — 102% — 10y>
Y (3z — 2y)°
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P Przyktad 3.25. Wyznaczy¢ ekstrema funkcji uwiklanych postaci y = y(x) okre-
$lonych réwnaniami:

(a) 2 oy +yP +ax—y—2=0; (b) 2% +y* — 32y = 0.
Rozwigzanie. Punkty, w ktérych funkcja uwiklana moze mieé¢ ekstrema lokalne, znaj-

dujemy korzystajac z warunku koniecznego istnienia ekstremum. W tym celu rozwia-
zujemy uklad warunkéw:

F(z,y) =0, F}(x,y) =0, Fy(z,y) #0.

W otrzymanych punktach (x,y) sprawdzamy warunek wystarczajacy istnienia ekstre-
mum, tj. badamy, czy zachodzi nieréwnos¢

Fl(z,y)
Fy(x,y)

Na podstawie znaku A ustalamy rodzaj ekstremum. I tak jest to minimum, gdy A > 0
albo maksimum, gdy A < 0.

A= £0.

» (a) Przede wszystkim obliczymy potrzebne w rozwigzaniu pochodne czastkowe
funkcji F(x,y) = 22 + a2y +y?> + * — y — 2. Mamy

I

x

Fy(z,y) = [x2+xy+y2+x—y—2];:x—|—2y—1.

Fiz,y)=[2*+ay+y*+o—y—2] =22+y+1, Fl(r,y)=Re+y+1], =2

Zatem mamy do rozwiazania uktad réwnan

Flz,y)=2*+zy+y*+o—y—2=0,
Fl(z,y)=2z+y+1=0.

Wyznaczajac niewiadoma y z drugiego réwnania i wstawiajac do pierwszego, po pro-
stych przeksztalceniach, otrzymamy dwa rozwiazania (z1,y1) = (0,—1), (z2,y2) =
(—=2,3). W obu punktach spelniony jest réwniez warunek F; # 0. Mamy bowiem

F/(0, 1) = 2—1‘ .
J0= G| =320

oraz

F/ _2, = 2 —1‘ = .
J23)=@rw-n| =370

s

Sprawdzimy teraz warunek wystarczajacy w tych punktach. Mamy

EV (0,—1 -2 2
A=— zlz( ) ) _ =239
F,(0,-1) r+2y—1|4y_q 3
oraz
E (-2 -2 2
A= w$( 73) _ :__<0’

- F(-2,3) x+2y—1‘(2’3) 3
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wiec funkcje uwiklane okreslone warunkiem z? + 2y + 32+ —y — 2 = 0 maja w
punktach z; = 01 zo = —2 odpowiednio minimum oraz maksimum lokalne wlasciwe.

» (b) W tym przykladzie mamy
Fi(z,y) = [2% +y* = 32y]’ =322 =3y, Fl(z,y) = [32% - 3y]’ = 6x,
F(x,y) = [x3 + 9 — 3xy}/y = 3y* — 3.
Zatem do rozwiagzania otrzymamy uklad réwnan

F(z,y) = 2° +y° — 3ay =0,
F!'(z,y) = 32* — 3y = 0.

Uklad ten ma dwa rozwiazania (0,0), (\3/5, \3/1) . Zauwazmy teraz, ze tylko punkt
(V2,V/4) spemia trzeci warunek

Fy (V2,91) =3V2 £ 0.

Poniewaz F)' (z,y) = 6x, wigc F, (5’/5, \3/1) = 6V/2. Zatem
F (VBV1) s

F(v2va)  3V2

-2 <0.

To oznacza, ze funkcja uwiklana okreslona warunkiem z3 + 3% — 3zy = 0 w punkcie
(\‘75, 5’/1) ma maksimum lokalne wtasciwe. Natomiast w otoczeniu punktu (0, 0) nie

istnieje jednoznacznie okreslona funkcja uwiklana y = y(z). Mozna to pokazaé ba-
dajac liczbe rozwiazan réwnania 23 + y® — 3y = 0 dla ustalonej wartosci zmiennej
z=a>0.

> Zadanie 3.25. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji uwiklanych postaci y = y(x)
okre$lonych réwnaniami:

(a) 22 + y? — zy — 22 + 4y = 0; (b) (x —y)? =y + xy — 3.

OdPOWiedZi- (a) Lmax = 2/\/§7 Ymax = 4/\/_ - 2, Lmin = _2/\/§, Ymin = —4/\/§ — 2, (b)
Lmax — 07 Ymax = 17 Lmin = 6/57 Ymin = 9/5

Mnozniki Lagrange’a

» Przyktad 3.26. Korzystajac z metody mnoznikéw Lagrange’a znalezé ekstrema
lokalne funkcji dwéch zmiennych przy wskazanych ograniczeniach:

(a) f(z,y) =42—3y, 22 +y*—25=0; (b) f(z,y) = 2> +y% 2y—9=0.

Rozwiazanie.
» (a) Tworzymy funkcje Lagrange’a

L(z,y,A) = f(z,y) + Ag(z,y) = 42 — 3y + A (2* +y* - 25).
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7 warunku koniecznego istnienia ekstremum funkcji z ograniczeniami otrzymamy

uklad réwnan:
Ll =2xA+4=0,

L, =2y\ -3 =0,
g(w,y) =2"+y> =25 =0.

Uktad ten ma dwa rozwiazania:

1 1
(xlvylv)\l) = <4a _35 _5) ) (x2792,/\2) = <_4735 5) .

Korzystajac z warunku wystarczajacego istnienia ekstremum z ograniczeniami zba-
damy, czy funkcja f ma ekstrema lokalne w tych miejscach. W tym celu wyznaczymy
hessian obrzezony. Obliczamy potrzebne pochodne czastkowe. Mamy

LI$/$(x7 y7 )\) = 2)\7 L/’yl’y(x7y7 )\) = 2)\7 Lgy(x7 y7 )\) = 07
oraz
9, =2, g, =2y.

W punkeie (z1,y1) = (4, —3) odpowiadajacym mnoznikowi Ay = —1/2, hessian obrze-
zony ma, postac:

) gy 9y ) 0 8—6
H <4, —3,—§> =det | g, LY, LY, (4,—3,—5) —det| 8—-1 0] =100>0.
- -1
gy Ly L, 60

Poniewaz jest on dodatni, wiec funkcja f w punkcie (4, —3) ma maksimum lokalne.
Z kolei w punkcie (z2,y2) = (—4,3), odpowiadajacym mnoznikowi A\ = 1/2, hessian
obrzezony ma postac:

) 0-86
H (—4,3,§> =det| -8 10| =-100<0.
6 01

Poniewaz jest on ujemny, wiec funkcja f ma w punkcie (—4,3) minimum lokalne.

» (b) Tworzymy funkcje Lagrange’a

7 warunku koniecznego istnienia ekstremum funkcji z ograniczeniami otrzymamy

uklad réwnan:
L, =2x+y\=0,

L, =2y +azA =0,
g(z,y) =2y —9=0.

Uklad ten ma dwa rozwigzania odpowiadajace tej samej warto$ci mnoznika:

(1,91, A1) = (=3,-3,-2), (2,2, A2) = (3,3, -2).
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Korzystajac z warunku wystarczajacego istnienia ekstremum z ograniczeniami zba-
damy, czy funkcja f ma ekstrema lokalne w tych miejscach. W tym celu wyznaczymy
hessian obrzezony. Obliczamy potrzebne pochodne czastkowe. Mamy

L./Ifli(x7y7 )\) = 27 L:/yly(xi y7 )\) = 27 LII/’y(xi y7 )\) = )\7

oraz
! A
gm _y7 gy =

W punkcie (z1,y1) = (=3, —3), odpowiadajacym mnoznikowi A\; = —2, hessian obrze-
zony ma, postac:

0 9 gy 0
H(-3,-3,-2) =det | g, Ly, L7, | (=3,-3,-2) =det | -3
9y Ly Lyy 3

Poniewaz jest on ujemny, wigc funkcja f ma w punkcie (—3, —3) minimum lokalne.
Tak samo jest w punkcie (3, 3).

> Zadanie 3.26. Korzystajac z metody mnoznikéw Lagrange’a znalezé ekstrema lo-
kalne funkcji dwdch zmiennych przy wskazanych ograniczeniach:

1 1

Odpowiedzi. (a) minimum f(3,4) = —20, maksimum f(—3,—4) = 30;
(b) minimum f (—\/§7 —\/5) = —2, maksimum f (\/5, \/§) =2.

P Przyktad 3.27. (a) Znalezé polosie elipsy x2 — xy + 32 = 100.

2
(b) Na hiperboli 22 —y? = 1 znalez¢ punkt potozony najblizej punktu A = <1, 2 — %) .

Rozwiazanie.

» (a) Zauwazmy najpierw, ze jezeli punkt (z,y) nalezy do elipsy, to punkt (—z, —y)
takze nalezy do niej. To oznacza, ze poczatek uktadu jest srodkiem symetrii krzywej
(rysunek).

P=(z,y)

W ;
Zatem, aby znalezé¢ potosie malta i duza elipsy, wystarczy wyznaczyé¢ odpowiednio
najkrétszy i najdtuzszy odcinek laczacy punkt P = (z,y) elipsy z poczatkiem ukladu.

Aby uprosci¢ obliczenia, zamiast dlugosci odcinka bedziemy rozwazali jej kwadrat.
Problem optymalizacyjny ma zatem postaé: znalez¢ wartosci najmniejsza i najwieksza
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funkcji f(z,y) = 22 + y?, przy warunku z? — zy + 3° = 100. Tworzymy funkcje
Lagrange’a

L(z,y,\) = f(z,9) + Ag(x,y) = 2> + y° + X (2° — zy + y* — 100) .

Z warunku koniecznego istnienia ekstremum funkcji z ograniczeniami otrzymamy

uktad réwnan:
Ll =2z 4 2zX —y\ =0,

Ly, =2y —xA +2yA =0,
9(z,y) = 2> — xy +y* = 100.
Uktad ten ma cztery rozwiazania:
10 10 2 10 10 2
) aA = _\/55__\/57__ ; ’ 7)\ = __\/55_\/_)__ ;
(@1,31, ) (3 3 3) (72,42 22) ( 3773 3
(x37 Y3, )\3) = (107 107 _2) 3 (1'4, Ya, )\4) = (_107 _107 _2) .
Poniewaz punkty pierwszy i drugi oraz trzeci czwarty sa symetryczne, wiec do dalszych
rozwazan wezmiemy tylko pierwszy i trzeci. Z geometrii wiemy, ze elipsa ma pétosie
mala i wielka, wiec nie ma potrzeby stosowania warunku wystarczajacego istnienia

ekstremum. Wystarczy tylko poréwnaé¢ wartosci funkcji f w otrzymanych punktach.
7 porownania tych wielkosci wynika, ze pélos mala elipsy ma dlugosé

ey (ay -

V102 + 102 = 10V2.

» (b) Niech P = (z, y) bedzie ruchomym punktem na hiperboli 2% —y? = 1 (rysunek).

a potos duza — dlugosé

Yyr A

Odleglo$¢ punktu A = (1, 2— \/5/2) od P wyraza sie wzorem

2
|AP| = (x—1)2+<y—2+\/7§> .
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Aby uproéci¢ obliczenia bedziemy rozwazali kwadrat tej wielkosci. Problem optyma-
lizacyjny przyjmuje wtedy postaé: znalezé warto$é najmniejsza funkcji

2
flay) = (@@ -1+ <y—2+§>

przy warunku z? — 3% = 1. Latwo zauwazy¢, ze optymalne rozwigzanie istnieje i jest
nim pewien punkt z pierwszej ¢wiartki. Tworzymy funkcje Lagrange’a

Y 2
L(z,y, \) = f(z,y) + Mg(z,y) = (x — 1)* + <y—2+7> +)\(x2—y2—1).

7 warunku koniecznego istnienia ekstremum funkcji z ograniczeniami otrzymamy

uklad réwnan:
Ll =2z +2zx\—2=0,

L), =2y —2yA+V2-4=0,
g(z,y) =2 —y* = 1.

Uktad ten ma w pierwszej ¢wiartce tylko jedno rozwiazanie
2
(xlaylv)\l) = <\/§7 17 g - 1) .

Z rozwazah geometrycznych wynika, ze problem ma optymalne rozwiazanie, wiec
punkt hiperboli (z1,y1) = (\/5, 1) lezy najblizej punktu A.

> Zadanie 3.27. (a) Wyznaczy¢ potosie elipsy 722 — 6xy + Ty? = 8.

(b) Na paraboli y = 22 + 1 znalezé punkt potozony najblizej punktu B = (3,0).

Odpowiedzi. (a) a = /2, b=2/V5; (b) (1,2).

Metoda najmniejszych kwadratéw

P Przyktad 3.28. Stosujac metode najmniejszych kwadratow wyznaczyé wspdlezyn-
niki a, b:

a) funkgcji liniowej y = ax + b, ktéra najlepiej przybliza nastepujace dane:(—2, —1),
0,1), (1,2), (3,5);

b) funkeji y = asinz + bcosx, ktéra najlepiej przybliza nastepujace dane: (0, —1),
7T/2a 0)7 (ﬂ-v 1)a (377/27 _1)7 (27Ta _2)a

c) funkcji wykladniczej y = aeb®, ktéra najlepiej przybliza nastepujace dane: (—1,0.5),
0,1), (1,2), (2,3.5).

Py

Rozwiazanie. Metoda najmniejszych kwadratow. Zatdézmy, ze wielkosé y zalezy od zmien-
nej x i niech ta zalezno$¢ ma postaé y = f(z,a,b), gdzie a,b sa nieznanymi parame-
trami. Dysponujemy danymi: (z1,y1), (2,92), - -+, (Tn,Yn) (n = 3). Cheemy znalezé
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parametry a, b tak, aby funkcja y = f(x,a,b) najlepiej przyblizala te wyniki, tj. aby

suma kwadratéw dlugosci pionowych odcinkéw taczacych dane punkty z wykresem
funkcji (rysunek) byla najmniejsza.

/yAA/m
AT

Funkcja ta ma zatem postaé

S(a,b) =D [f (zr,a,b) =y,

k=1

a szukamy jej najmniejszej wartoéci w R2.
Najczesciej funkcja f jest liniowa, tj. ma postaé ax + b. Z warunku koniecznego ist-
nienia ekstremum funkcji S zmiennych a, b otrzymamy uktad réwnan

Sq =0,
Sl =0.

Rozwiazanie a, b tego uktadu jest wartosciami szukanych parametréw, gdyz dla funkcji
liniowej hesjan funkcji S ma postaé

H(a,b) = det [ OP (C)Q ] , gdzie P,Q sy liczbami dodatnimi.

To za$ oznacza, ze funkcja S ma w punkcie (a,b) minimum lokalne wladciwe i w tym
miejscu przyjmuje warto$¢ najmniejsza*.
Uwaga. Oprécz funkcji liniowych, rozwaza sie
takze zaleznoéci wykladnicze aeb®, kwadra-
towe ax? 4 b, itp. oraz funkcje dwdéch lub
wiekszej liczby zmiennych zalezne od wigcej
niz dwéch parametréw np. ax + by + cz + d.
Ponadto rozwaza sie aproksymowanie uktadu
punktow na plaszczyznie krzywymi, ktére nie
sa wykresami funkcji. Np. szuka si¢ elipsy,
ktéra najlepiej przybliza uklad punktéw na
plaszczyznie. Te metode stosuje sie w astrono-
mii do wyznaczania parametréw orbity ciata
niebieskiego na podstawie obserwacji jego po-
tozen (rysunek).

*Wynika to z faktu, ze funkcja S jest wypukla, jako funkcja dwdch zmiennych.
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» (a) Dla danych z zadania funkcja S przyjmuje postaé
S(a,b) = (=2a+b+1°+(b—172+(a+b—2)"+ (3a+b—5)°.
Warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji S ma postaé

Sl =—-4(—2a+b+1)+2(a+b—2)+63a+b—5)=0,
S;=2(—2a+b+1)+2(b—1)+2(a+b—2)+2(3a+b—"5)=0.

Po uproszczeniu otrzymamy
14a + 2b = 19,
2a + 4b = 14.

Rozwiazaniem tego ukladu jest a = 31/26 ~ 1.19, b = 15/13 =~ 1.15. Trafno$é¢ wyboru
parametréw prostej mozna oceni¢ na rysunku.

Y

S

» (b) Dla danych z zadania funkcja S przyjmuje postaé:

S(a,b) = (b+ 1) +a*+(=b—1)*+ (—a+ 1)+ (b+2)2
Warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji S ma postaé

Sl =2a—-2(—-a+1)=0,
Sp=2(b+1)—2(-b—1)+2(b+2)=0.

Po uproszczeniu otrzymamy

da = 2,

6b = —8.
Rozwiazaniem tego ukladu jest a = 1/2, b = —4/3. Trafno$¢ wyboru krzywej mozna
oceni¢ na rysunku.

AN
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» (c) W tym przypadku, aby uprosci¢ obliczenia zlogarytmujemy najpierw obie strony
funkcji y = aeb®. Mozemy to zrobi¢, bo wéréd podanych wartoéci funkcji sa tylko
liczby dodatnie. Mamy zatem

Iny =bx +1na.

Przyjmujac oznaczenia z = lny oraz A = b, B = Ina, otrzymamy funkcja liniowa
z = Az + B. ,Nowe dane” maja teraz posta¢ (—1,In2), (0,In3), (1,In6), (2,In9), a
funkcja S(A, B) im odpowiadajaca wyraza sie wzorem

S(A,B)=(—~A+B—-1n05?%+ (B-In1)?2 + (A+ B —1n2)*+ (24 + B — In3.5)°.
Warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji S ma postaé

—2(~A+B—1n0.5)+ (A+ B —In2) +2(24+ B—In3.5) = 0,
2(—A+B—-1n05)+2(B—Inl)+ (A+B—In2)+ (244 B —In3.5) =0,

a po uproszczeniach postaé

In2+4+2In3.5—21n0.5,
2In0.54+1In7.

TA+ B
A+ 6B

Przyblizonym rozwigzaniem tego uktadu jest A =~ 0.6573, B ~ —0.0163. Zatem a =
e~ 00163 — .9838 oraz b = A = 0.6573. Trafnoéé wyboru krzywej przyblizajacej
mozna ocenié¢ na rysunku.

—

T

> Zadanie 3.28. Stosujac metode najmniejszych kwadratéw wyznaczy¢:

(a) wspolezynniki a, b funkcji kwadratowej y = ax? + b, ktéra najlepiej przybliza na-

stepujace dane:(—2,—1), (—1,0), (0, —1), (3,4);

(b) wspélczynniki a, b funkcji postaci y = %, ktora najlepiej przybliza nastepujace
x

dane: (_154)7 (073)5 (25 1)7 (45 1)7

(c*) $rodek (a,b) okregu o promieniu 5, ktéry najlepiej przybliza pie¢ punktéw:

(_47 2)7 (17 _3)7 (37 6)7 (47 _2)7 (57 5)'

Odpowiedzi. (a) 26/49, b =6/7; (b) a = 6.72, b ~ 2.63; (c*) a =~ 1.3, b~ 1.7.
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Catki podwdjne po prostokacie
» Przyktad 4.1. Obliczy¢ calki podwdjne po prostokatach:

//< ) dudy, R=[1,2] x [L,¢];

//ycos (2z+vy) dzdy, R = [0 } [0, 7];

// = dady, R = [0,2] x [~1,1];

1
//$y+x+y+ dedy, R = [2,3] x [L,3].

r—1

Rozwigzanie. Jezeli funkcja f jest ciagla na prostokacie R = [a, b] X [c, d], to

//f(m)dsvdyz/b{/df(x,y)dy} d:v:/d{/bf(x,y)dx} dy. (A1)
R a c c a

Calki po prawej stronie znaku rownosci nazywamy calkami iterowanymi i czesto
umownie zapisujemy odpowiednio w postaci

b d d d
/da:/f(a:,y)dy, /dy/f(%y)dl‘

Jezeli funkcja f jest iloczynem funkcji g i h jednej zmiennej, ciaglych odpowiednio na
przedziatach [a, b] i [c, d], to

//f (z,y) dxdy—// y) dedy = (/bg(x) d;v) . (/dh(y) dy) , (4.2)

a c

134
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gdzie R = [a, b] X [¢, d]. Funkcje f(x,y) = g(z)h(y) nazywamy funkcja o rozdzielonych

zmiennych.

» (a) Korzystajac ze wzoru (??) oraz podstawowych wlasnosci calek oznaczonych
mamy

2 e 2 e e
// i dxdyz/ / E dy dx:/ x/@—ki/ydy dx
22 Y x2 y 2
1 1 1 1 1
}dx
1
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Uwaga. Mozna wybra¢ odwrotng kolejnosé catkowania

//( )dmy—j 1/2<§+x—y2)dx day.

W tym przypadku wybdr kolejnoéci catkowania nie ma istotnego wptywu na stopien
trudnosci rachunkéw. Nie zawsze tak musi by¢. Swiadczy o tym przyklad (c).

» (b) Korzystajac ze wzoru (?77?) oraz ze wzoréw na catkowanie przez podstawienie i
przez czesci dla calek oznaczonych mamy

s calkowanie przez podstawienie

El
//ycos(Zx—i—y) drdy = / y/cos(Za:—i—y) dx p dy ":ixjoy;udzj_wm
R r=7/2, u=m+y

y+7'r e
cos U sinu]?YT"
duy dy= [y > dy
4 y

K

/y (sin(y + ) —siny) dy =
0

= —/ysinydy
0

y(—siny —siny) dy

N =

N =
o\:‘

u(y) =y, v'(y) =siny

catkowanie przez czesci
w'(y) =1, v(y) = —cosy
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= [ycosy}§+/—cosydy=—w+ [—siny]y = —.
0
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» (c) Jak w poprzednich przykladach korzystajac ze wzoru (?7?) oraz wlasnosci calek

oznaczonych mamy
1 2 1

R -1 0 —1

2
3 x2 z2, 3 z2 3
y’e® dxdy = e* y’dy p de= | e y’dy p dx
0

2 el 2 L1
ZIJ2 y $2
= — dr = - ——)dx=0.
[l o [ (i)
0 0
W przyktadzie tym widaé, ze dobér kolejnosci catkowania w catkach iterowanych moze
mie¢ wpltyw na zlozonoé¢ obliczen. Caltkujac bowiem w odwrotnej kolejnosci mamy

1 2 1 2

//y?’e””2 da:dy:/ /ew2y3 dx dyz/y3 /ew2 dz p dy.
R

1 0 —1 0

. . . . . 7’ . .o 2
To oznacza, ze nalezaloby najpierw obliczyé¢ calke nieoznaczona z funkcji e |

nie jest funkcja elementarng.

1
» (d) Zauwazmy, ze w tym przykladzie funkcja w
lonych zmiennych, gdyz

zy+r+y+1 Tz +1 +1 r+1
y y+1  (@+D+1) w41
r—1 rz—1 r—1

Korzystajac ze wzoru (?7?) oraz prostych calek oznaczonych mamy

3

1 1
//Mdmy://“ (y + 1) dady = /“ d
x—1 rz—1

R 2

/<1+%) da {(“21) ]1

— [z 42|z —1]], - (8—2) = 6(1 +2In2).

> Zadanie 4.1. Obliczy¢ podane calki podwdjne po prostokatach:

a) //((x—y)2+\/§) dzdy, R =[-1,1 // szcjz_ll 3
R

c) //xsina:y dzdy, R = [0,1] x [, 27]; (d) // e?*Ydxdy, R =
R R

Odpowiedzi. (a) 8/3; (b) 5/24; (c) 0; (d) (e —1)*(e +1)/2.

=[0,2] x

/

[0,

ktéra

jest funkcja o rozdzie-

(y+1)dy

1] x

[0,1];

(—1,0).
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Catki podwdjne po obszarach normalnych

» Przyktad 4.2. Calke podwdjna // f(z,y) dedy zamienié na calki iterowane, jezeli
D

obszar D ograniczony jest krzywymi o réwnaniach:
2
() 2y =6, o +y =T, (b)nyzax:%ﬂ.

Narysowa¢ obszar catkowania.

Rozwiazanie. Jezeli funkcja f jest ciaglana D = {(z,y): a <2 < b, g(z) <y < h(z)}
— obszarze normalnym wzgledem osi Oz, to

f(z,y) dedy = b dx h(r)f(x, y) dy. (4.3)
D a  gla)

I analogicznie, jezeli funkcja f jest ciaglana D = {(z,y) : ¢ <y < d, p(y) <z < qly)}
— obszarze normalnym wzgledem osi Oy, to

q(y)

//f(a:,y) dzdy = /ddy f(z,y) de. (4.4)
D

c p(y)

Calki po prawej stronie réwnosci we wzorach (?7), (??) nazywamy calkami iterowa-
nymi.

» (a) Obszar calkowania przedstawiono na ry-
sunku. Obszar ten jest normalny wzgledem osi
Oz i osi Oy. Z ukladu réwnan

zy=6, x4+y="7

wyznaczamy wspOlrzedne punktéw A = (1,6),
B = (6,1) przeciecia hiperboli zy = 6 z prosta
x4+ y = 7. Traktujac obszar D jako normalny
wzgledem osi Ox:

D={(z,y):1<2<6, 6/ <y<T7—uz}

oraz korzystajac ze wzoru (?7) mamy

J] 16 dsay - /6 dz Tf(x,y) dy.
D 1 %

Gdy obszar D potraktujemy jako normalny wzgledem osi Oy:
D={(z,y):1<y<6, 6/y<y<7-—y},
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to z kolei stosujac wzér (?7) otrzymamy

| #e)dsay - /6 dy 7/yf(x,y> da
D 1 %

» (b) Obszar calkowania przedstawiono na rysunku. Jest to obszar normalny tylko
wzgledem osi Oy. Rozwiazujac uktad réwnan

2
2 Y
= N = — 1
r=1y T 5 +

otrzymamy miejsca przecigcia parabol. Sa to
punkty (2,—\/5), (2\/5) Obszar D jest opi-
sany przez nieréwnosci: Y 2

) Va z=y

V2 <y < Ve, y2<x<%+l.

Zatem korzystajac ze wzoru (?7) otrzymamy

/fxydxdy—/dy7fxy

Obszar D nie jest normalny wzgledem osi Ox. v= B =7
Mozna go jednak podzielié na trzy obszary Dy,

Da, D3 (rysunek), z ktérych kazdy jest obszarem 2
normalnym wzgledem osi Oz. Obszary te sa okre-
$lone nieréwnoéciami: o 1
1 2

Dy: 0<2z<1, —vVz<y<Vz;

Dy: 1<2<2, —\/z<y<-— \/2(33—1); Dz

D3y: 1<x< 2, 2($ 1) < \/E y=—+/T

y=—1/2(z—1)

Z addytywnosci calki wzgledem obszaru catkowania oraz wzoru (??) mamy

//fxydxdy—//fxydxdy+//fxydxdy+/ f(z,y) dedy

D3

Nz —4/2(z—1)

1

1 2
/dx/fxydy+/dx / f(z,y) dy+
0 1 VT

~Va
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2 VT
+1/dx / fz,y)dy.

vV 2(z—1)
> Zadanie 4.2. Calke podwdjna / f(z,y) dedy zamienié na calki iterowane, jezeli

D
obszar D ograniczony jest krzywymi o réwnaniach:
(a) 2* +y =2, y* =2% b) 2® +y* =4, y=2z—2°, =0 (z,y >0);

(c)a? —dzx+y*+6y+12=0; (d)2®>—y*>=1, 22 +9? =3 (z <0).
Narysowaé obszary catkowania.

Odpowiedzi. /dm / flz,y)dy; ( /dm / fz,y) dy;

2x—x2
3 —34++/1—(z— 2)2 1 —/1+4y2
©fe [ tepas@ [o [ e
1 —3—4/1—(x—2)2 -1 —4/3—y?2

(a) Y (b) t¥

-1 ‘ 1 T A

P Przyktad 4.3. Narysowaé obszary calkowania i nastepnie zmienié¢ kolejnosé cal-
kowania w catkach iterowanych:

2 4—zx 2 2—y

(a)o/de/ﬂx,y)dy; (b){dyy_i f(, /dim/mfxy dy;
(d)/llda: jwzf(a: y) dy; /da} 7:0 (z,y) dy; jdy\/\: fz,y) de.

Rozwigzanie. Zapisanie catki podwojnej / / f(z,y) dedy w formie calki iterowanej

b h(z)

[ [ s

a g(z)
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oznacza, ze obszar calkowania D okreslony jest przez nieréwnosci
a<wz<b, g(r)<y<h(z),

czyli jest obszarem normalnym wzgledem osi Oz. Podobnie, zapisanie catki podwdjnej
w formie

d q(y)
l/@/f@MM,
c p(y)

oznacza, ze obszar catlkowania D okreslony jest przez nieréwnosci,

c<y<d, ply)<y<qy),

czyli jest obszarem normalnym wzgledem osi Oy. Ponadto w rozwiazaniach bedziemy
korzystali ze wzoréw (772, 77, str. 77).

» (a) Z postaci calki iterowanej wynika, ze ob-

szar caltkowania D jest okreslony przez nieréw-

nosci 0 < z < 2,2 < y < 4 — z (rysunek), Y

.. . 4
czyli jest obszarem normalnym wzgledem osi y=d
Oz. Obszar ten jest normalny takze wzgledem .
osi Oy, gdyz mozna go opisa¢ nieréwnosciami: D e
2

2<y<4, 0<e<4—y.

Zatem korzystajac ze wzoru (?7) mamy

ﬂ}wwmwzjwlfmwm

» (b) Obszar calkowania D jest okreslony nie-
rownosciami:

2
<y<2 L -l<a<2-y,
czyli jest normalny wzgledem osi Oy. Jest
rowniez obszarem normalnym wzgledem osi
Oz. Jednak, aby zmienié¢ kolejnoéé caltkowa-
nia w calce obszar D nalezy podzieli¢ na dwa
obszary Dji, Ds (rysunek) normalne wzgle-
dem osi Oz. Pierwszy jest okre$lony nieréw-
noéciami:

“1<2<0, 2z +1<y<2Vz +1,

a drugi nieréwnosciami:
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0<z<8, —2vVr+1<y<2—uo.

Korzystajac z addytywnodci catki wzgledem obszaru calkowania, a nastepnie ze wzoru
(??), otrzymamy

//fxydxdy—//fxydxdy+/fxydxdy

0 2vz+1
/ / fxydy—i—/da: / flz,y)d
-1 —2vaFT 0 -2V

» (c) Obszar catkowania D okreSlony jest nie-
réwnosciami 0 < < 7, sinz < y < 2, czyli
jest normalny wzgledem osi Ox. Nie jest jed- Y
nak obszarem normalnym wzgledem osi Oy. 5
Zatem, aby zmieni¢ kolejno$é catkowania, na-

lezy obszar D podzieli¢ na trzy obszary Di, D1
D5, D3 (rysunek) normalne wzgledem osi Oy: 1

Dg D3

<z < m, r=arcsiny
r=m—arcsiny

< z < arcsiny,

S

— = N

0
0
m™—

O T
w N
S O =
NN N
ASEENSINS
NN N

arcsiny < x < 7.

Wtedy korzystajac z addytywnosci catki wzgledem obszaru catkowania, a nastepnie
ze wzoru (?7), otrzymamy

//fxydxdy—//fxydxdy+//fxydxdy+/ f(z,y) dedy

arcsin Yy

1/ /f(x d;v+0/dy/ fz,y)dx
/dy / flz,y)d

T—arcsin Yy

» (d) Z postaci calki iterowanej wynika, ze obszar calkowania D okreslony jest nie-

réownosciami:
—1<z<], —vV4—-22<y<|z

(rysunek), czyli jest normalny wzgledem osi Ox. Nie jest jednak normalny wzgledem
drugiej osi. Zatem, aby zmieni¢ kolejnos¢ catkowania, obszar D dzielimy na cztery
obszary. Kazdy normalny wzgledem osi Oy :
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D :0<y<1, -1<2< —y, y=|j|,1,,,,,

Dy: 0<y<1l y<o<l,

Ds: —V/3<y<0, -1<z<1, R Dali

Dy: —2<y< —V3, -4 —1y2<x<\/4—192 '\\ /," ’
Wtedy korzystajac z addytywnosci caltki wzgledem e
obszaru catkowania, a nastepnie ze wzoru (?7?), s
otrzymamy _D24 ——

/ f(z,y) dedy =
D

- // f(@,y) dady + // f(@,y) dady + // f(@,y) dady + / f(@,y) dady

Va-y?
/fary
\/—2

1 -3
dy

/d/ xyda:+/dy/fa:ydx+/dy/fa:ydx+

» (e) Obszar catkowania D jest okre$lony nie-
réwnosciami 1/e < z < €%, =1 <y < Inz (ry-

sunek), czyli jest normalny wzgledem osi Ow. o i:Brzﬂ
Jest on normalny réwniez wzgledem osi Oy, z=e?
gdyz mozna go opisaé nieréwnosciami: 1 D o2
; xT
—1<y<2, eV <z <e ,1%/

Zatem wobec wzoru (?77?) mamy

2 e?
Z/ F(a, ) dudy = /1 dy / f(, ) da

» (f) Obszar calkowania D okreslony jest nieréwnosciami 1 < y < 4, —1/\/y < z <
1/4/y, czyli jest normalny wzgledem osi Oy. Jest réwniez normalny wzgledem osi Oz.
Jednak, aby zmienié¢ kolejnos¢ catkowania w calce, nalezy obszar D podzieli¢ na trzy
obszary D1, Dy, D3 normalne wzgledem osi Oz (rysunek). Mamy

1 1
Di:—-1<ax<—=, 1<y< —,
2 x2
D 1< <1 1<y<4
N 2 ) SY 4,
2 B) B Y
1 1
D;: —<z<1, 1<y< —.
2 2
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Dy Do D3

|

|

|

| |
1 1 x
2

Korzystajac z addytywnosci catki wzgledem obszaru calkowania, a nastepnie ze wzoru

(77), mamy
| 1@ dsay // fadody -+ [[ fa)dudy+ [[ o) dody
D D> D3

- [

4
xydy—i—/ / xydy—l—/d /f(x,y)dy.
1 1

> Zadanie 4.3. Narysowaé obszary catkowania i nastepnie zmienié¢ kolejnosé¢ calko-
wania w caltkach iterowanych:

= \
w|"‘

2 5

||

1 4
/al;zc/f;zcydy7 (b)/dw/ f(z,y)dy; /dx / flz,y) dy;
-1 1—x2 Vaz—az?
V2 % sinz 1
/ /d;v/fxydy, /d;v/f dy.
N R cos @ 1 Inx
1 1 \/1—
Odpowiedzi a/dy/fxydm—l—/dy/fxydm /dy / flz,y)d
0 v -1 iy
2 27@
(c)/dy / fxydm—i—/dy / fxydm—l—/dy/f( y) dx
0 o2 ¥
4 4
0 VT Fl 1 —V2z 1 Va1
(d)/dw / f(fr:y)dy+/dw / f(xvy)dy+/d:r / f(z,y) dy;

1 m—arcsin y

(e) / dy / Flay) da + / dy / F) das; (8) / dy/eyf(w)dx

[SE]
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(a) y (b) v
y=-—= y=z 1 2
-1 ‘ 1 x W —V1—a? z
@ ¥ () ¥ ) v
V2+ 2 1 y =sinx

E 1 \J—/ y=Inz
z=y>—1 -1 ‘
Yy = CoST ‘ e =z

» Przyktad 4.4. Obliczy¢ catki podwdjne po obszarach ograniczonych krzywymi lub
opisanych nieréwnosciami:

//dxdy D:y=z—-1 y=5—z, x =2

b)//ysin(x—i—gf) dzdy, D;x:y27x:g_y2;
//( p) >d$dy, D$2y2+17y:x7y:1’y:\/§’
x

dad
// y‘vy D:0<z<

e)/ |cos(z +y)| dzdy, D:0<x<7m 0<y<m

—_

, 0 <y <sing;

N

f)/ max(2x,y)dedy, D:0<2<2,0<y<1.

Narysowaé obszary catkowania.
Uwaga. Symbol max(a,b) oznacza wieksza sposréd liczb a, b.

Rozwigzanie. W rozwiazaniach bedziemy korzystali ze wzoréw (?7?, 77, str. 77) na za-
mianeg catek podwéjnych na iterowane oraz podstawowych wtasnosci catek oznaczo-
nych. Ponadto przypominamy o umownym zapisie dotyczacym kolejnoéci catkowania
w calkach iterowanych:

h(x) b [ h(z)

/dm/fa:y dy—/ [ taydyy do

a g(z) 9(z)
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a(y) d [ aly)
/dy/fx Y) dw—/ fz,y)dz p dy.
c p(y) c \r@)
» (a) Obszar catkowania przedstawiono na rysunku. y

Obszar ten jest normalny wzgledem obu osi. Dla ob-
liczenia calki potraktujemy go jako normalny wzgle-
dem osi Oz (dlaczego?). Zatem

D={(z,y):2<z<3,5—z<y<z—1}.

Korzystajac ze wzoru (?7), a dalej z podstawowych

145

metod obliczania catek oznaczonych, mamy kolejno

5—x 3 5—x

S A VAT

2 r—1 2 r—1
3 3

/[Zﬂ]i:gi dx:2 (Vb—z—Vz—1
2

calkowanle przez caltkowanie przez
3 podstaw1eme podstawienie
u=>5— u=x—1
22/\/5—xda: du — — —2/\/3:— dz du — d
2 :c—2,u—3 r=2,u=1
IE—3,'U,_2 r=3 u=2
2 /= 2 -1°
= —Vudu—2 \/_dU—2 § —2 EVU
1

- g(:’>\/§—4\/§+1).

» (b) Obszar calkowania przedstawiono na rysunku.
Obszar ten jest normalny wzgledem obu osi. Dla
obliczenia calki potraktujemy obszar jako normalny
wzgledem osi Oy (dlaczego?). Zatem

™ ™ T
D:{(x,y): —§<y<\/7—,y2<x<§— 2}.

Korzystajac ze wzoru (??), a dalej podstawowych
metod obliczania calek oznaczonych mamy kolejno

//ysin (x+y2) dxdy =

D

dy ysin (x+y2) dx =

vl

<
¥

0Ty




146 Catki podwadjne

calkowanie przez

—y? podstawienie
. 2 u=z+y?
ysm(a:—i—y)da: dy du = do

vl

I
|
DR N S
@i \Nli
%
z
<
3
&
I

7
-y (cosg — cos 2y2) dy = / y cos 2y dy = 0.
7

Ostatnia rowno$é wynika z faktu, iz catka oznaczona z funkcji nieparzystej po prze-
dziale symetrycznym wzgledem poczatu ukltadu wspélrzednych jest réwna 0.

» (c) Obszar catkowania przedstawiono na rysunku.
Yy

Vi
/D
11
@24&
\ T

Obszar ten jest normalny wzgledem osi Oz i Oy. Dla obliczenia calki potraktujemy
obszar jako normalny wzgledem osi Oy (dlaczego?). Zatem

DZ{(ﬂc,y): 1<y<\/§7y<x<y2+l}~

Korzystajac ze wzoru (7?), a dalej z podstawowych metod obliczania calek oznaczo-
nych, mamy kolejno

) ) V3 oyl ) ) V3 ([ v3+1 . .
//(ﬁw)dmy:/dy/ (ﬁw)dﬂ”:/ /(9*?)“ @y
D Yy 1 Yy

(1 d - Y= [o-d - wer ]“5_1_
y?  y?+1 =1 Yy gyl V3

5l
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» (d) Obszar calkowania

™

D={(w,y):0<m<4,0<y<sina;}

przedstawiono na rysunku. Korzystajac ze wzoru
(?7), a dalej z podstawowych metod obliczania ca-
tek oznaczonych, mamy kolejno

INER

. catkowanie przez
sinz 7 ( sinz podstawienie

yda:dy ydy B ydy J u=1-—y>2
- (1 _ y2)2 y du = —2y dy
0 0 = =

» (e¢) Poniewaz

Y

cos(z+y) dla 0 < z+y <

|cos(z +y)| = ¢ —cos(z+y) dla X

]

2
cos(z+y) dla 37 < 4y < 2m,

wigc obszar D dzielimy na obszary D1, Do, D3 (ry-
sunek). Przy czym obszar Ds jeszcze na obszary Db,
DY. 7 wlasnosci addytywnosci calki wzgledem ob-
szaru catkowania mamy

// | cos(z + y)| dedy = //cos(a: +y) dedy
D D,
+//(— cos(x + y)) dedy + // (—cos(z + y)) dxdy
D

DY
—|—// cos(z + y) dzdy.
Ds

Obszary catkowania sa normalne wzgledem osi Ox. Zatem do obliczenia kolejnych
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calek korzystamy ze wzoru (?7?) oraz prostych calek oznaczonych. Mamy kolejno

Z—x

//cosm—i—y da:dy—/dx / cos(z +y)d :/blnx—i—y W_Idx
. 7T .
:/(s1n(x+§—x)—51nx /l—smx
0

= [x—i—cosx]O% :g—l,

//(— cos(z + y)) dedy = / / cos(x + y)) / —sin a:—i—y dx
y=35-<
0 0

 _
Pl x

:0/[_51n(x+7r)_(—sm(x+g—x))] dx

= /(sinx+1)dm: [—cosx+m}j =41,
0
3 _g
T 2 . y:%_r
//(—cos(x—i—y))dxdy = /dx /(—cos(x+y))dy:/{—sin(x—i—y)} . dx
y=
DY gﬂ 0 z
. 3 .
= / [—Sln <x+7 —x) - (—sm(x—i—O))] dx
%ﬂ'
= /(smm—i—l)dm: {—Cosx+m]ﬂ = E+1
z 2
z
oraz

™
y=m

//cos x + ) dedy= /da: / cos a:+y)dy—/[sin(m+y)] . dx
y=5—x

3n _ o
2

] /” nte 1o+ 27

™ ™

w3

[SE]

™

:/(—Sinx—(—l)) dm:/(l—sinm)dm: [m—i—cosm}% :g—l,

v
v
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Tak wiec
//|cos(x+y)|dxdy= G-1)+G+)+G+)+(5-1) =2~
D

» (f) Funkcja max(2z,y) jest okreslona wzo-

rem
(22.7) { 2¢ dla 2z >y,
max(2x,y) = y =2z
y dla 2z <y. 1; 2= y/2 D

Prosta y = 2x dzieli obszar calkowania ! b

2
D =10,2] x [0,1]
2 x

na obszary D; i Dy normalne wzgledem osi
Oy (rysunek). Z addytywnosci calki wzgledem
obszaru catkowania, wzoru (??) oraz prostych
calek oznaczonych otrzymamy

1 2 1 2
/ max(2x,y)dxdy://yd;vdy+//2xdxdy:/dy/ydx+2/dy/xdx
0 0 0 Y

D D D»>

1 ¥ 1 272
:/[xy}r;g dy+2/{?] dy
0 0
1 1 1 1
L[, y? y® y® 49
2/ dy+/< 4>dy [60+ YT 12|, T 12
0

0

> Zadanie 4.4. Obliczy¢ catki podwdjne po obszarach ograniczonych krzywymi lub
opisanych nieréwnoéciami:

(a)//%dxdy’ D:y=ay=2a°2=2

€T
D

(b)//m2\/24_—xdmdy, D:m:yvx:%,le,lel;
D

(C)//(x3+y3) dzxdy, D:y:\/m’yzo;
D

(d)//\/y2+16d;vdy, D:y=xz,z=0,y=3;
D
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(e*)//smydxdy, D:0<<z<ma<y<m
Y
D

(%) //ye””Bd;vdy, D:0<z2<1,0<y< 2z
D

(g)/ min (22,y) dedy, D:0<2<1,0<y<2;

)

D
(h) //|:r—y| dedy, D:x>0,0<y<3-—2z.
D

Narysowaé obszary catkowania.

Uwaga. Symbol min(a,b) oznacza mniejsza sposrdd liczb a, b.

Odpowiedzi. (a) 1/15; (b) 2044/27; (c) 128/15; (d) 61/3; (e*) 2; () 2(e — 1)/3; (g) 5/6;
(h) 17/30.

(a) 1Y

(e%) (h) 1Y

3
) 2
T 1 T 1 \
P Przyktad 4.5. Obliczy¢ catki podwdjne z funkeji nieciaglych:
5
@ [f o) oty D={ () e s o <y < G
D

(b) //sgn(x—y)dwdy, D= {(x,y) eR?: 2% 42 <4}.
D
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Uwaga. Symbol |u| oznacza czes$é catkowita liczby w.

Rozwigzanie. W rozwigzaniu wykorzystamy fakt, iz zmiana wartosci funkcji dwoch
zmiennych w punktach krzywych ciaglych nie powoduje zmiany wartosci calki z tej
funkcji.

» (a) Poniewaz

0dla0<y<1, Y

5
lyl={ 1dlal<y<2 > )= a?
2dla2<y<3, \ o] Dy [
: =i Dy [v=i

wiec funkcja podcatkowa f(z,y) = |y] jest
nieciagla w punktach prostych y = k, k € Z.
Zatem obszar catkowania D podzielimy pro- pe
stymi y = 1, y = 2 na trzy obszary D, Do i
D3 — normalne wzgledem osi Oy (rysunek). Z
addytywnosci calki wzgledem obszaru catko-
wania mamy

// ly] daxdy = / / ly] dzdy + / / ly] dzdy + / / ly] dzdy.

Do obliczenia kazdej z tych calek wykorzystamy podany na wstepie fakt, wzor (77,
str. ??) oraz proste catki oznaczone. Mamy kolejno:

//Lyj dxdy://()da:dy:(),

//Lyj dxdyD//ma:dyjdyzdmzj\/gdy;L[\/gﬁ]?3 [2\/5—1},

Dy

Do
oraz
5 v 5 . -
//Lyj da:dyz//dedyzZ/dy/ dm=4/\/§dy: 3 [\/y?’};:g lg\/g—%/i] i
Ds D3 2 -7 2
Zatem

//Lyj dxdy:%[%/?—l}—kg

D

2 3

§\/§_2\/§1 :10\/1—0—8\/_—4.
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» (b) Poniewaz

Yy
—ldlaz—y <0,
Yy=x
sgn(x —y) = 0dlaz—-y=0,
ldlaz—y>0, D1
: : : o Do 2 =
wiec funkcja f(z,y) = sgn (z — y) jest niecia-
glta w punktach prostej y = x. Zatem obszar
catkowania D dzielimy prosta y = x na dwie
czedci Dy, Do (rysunek). Z addytywnosci catki

wzgledem obszaru catkowania mamy

//sgn (x —y)dedy = //sgn (x —y) dedy + //sgn (x — y) dzdy.
D Dy Dy

Do obliczenia calek wykorzystamy podany na wstepie fakt oraz interpretacje geome-
tryczna caltki podwéjnej. Mamy

//sgn (x —y)dzdy = //(—1) dxdy = —pole (D) = —% <4 = —2m,
D,

D

1
//sgn(x—y)dxdy: //1dxdy: pole (D2) = 5-47r:27r.
D»>

Dy

Z/sgn (r —y)dzdy = 0.

> Zadanie 4.5. Obliczy¢ calki podwdjne z funkcji nieciaggtych:

(a) // |z +y| dady, D =[0,2] x10,2];
D

Zatem

(b) //sgn (;v2—y2+2) dedy, D = {(z,y) € R?: 2? +y? < 4}.
D

Uwaga. Symbol |u]| oznacza cze$é catkowita liczby w.
Odpowiedzi. (a) 6; (b) 47/3 +4In (2+ V/3).

P Przyktad 4.6. Obliczy¢ wartodci srednie funkcji na wskazanych obszarach:
(a) f(z,y) = |zyl, D: 2 +9° < 1

®) flz,y)=a?+9°, D: e <y<z+2,2<z<3.
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Rozwigzanie. Warto$¢ srednia funkcji f na ob-
szarze D wyraza si¢ wzorem: Y

§r —

/ f(z,y) dedy.

pole (D)
D Dy
» (a) W tym przypadku wystarczy obliczy¢ Fo) 1 =
tylko catke podwdjna D

// lzy| dxdy, gdyz pole (D) =
D

Funkeja f(z,y) = |vy| spelnia warunki f(z,y) = f(—2,y) = f(—z,~y) = f(z, ).
Stad oraz z symetrycznosci obszaru catkowania wynika, ze

// |zy| dxdy = 4// |xy| dxdy = 4// xy dady,
D D Dy

gdzie Dy oznacza pierwsza ¢wiartke kola D (rysunek). Traktujac obszar Dp jako
normalny wzgledem osi Oz i korzystajac ze wzoru (??, str. ??) oraz prostych calek

oznaczonych, mamy
1
/ r—a?
0

Vi—zZ

Ojdx/ /[ " e

N)Ir—l

/ / xy dxdy

Dy
1

1715, 1,
2 [533 KN ]0 -
Podstawiajac ten wynik do wzoru na warto$¢ érednia otrzymamy fs. =

» (b) Wyznaczymy najpierw pole obszaru D (rysunek).

Yy r=3
y=x+2
=2 /
D y=z
2 /
2 3 T

Traktujac obszar D jako normalny wzgledem osi Ox i korzystajac ze wzoru (?7?) oraz
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prostych catek oznaczonych mamy

3 3

3 x+2
pole(D) ://dxdy:/d;v / dy:/[y}z+2dx:2/dx:2.
D 2 x

2 2

Nastepnie obliczymy catke z funkeji f(z,y) = 2 + y* po obszarze D. Mamy zatem
y

z4+2 r x+2

3 3
3
//(x2+y2) dxdyz/da:/(x2+y2) dy:/ a:2y—|—% dx
D 2 z 2
/
2

1
Tak wiec wartosé srednia funkcji f na obszarze D jest réwna fg = 3 38 =19.

4_
(3x2+3x—|—2) dgc:§ x3+3%+2x

Wl =~

[> Zadanie 4.6. Obliczy¢ wartosci $rednie funkeji na wskazanych obszarach:
(a) f(z,y) =sinzcosy, D = [0, 7] x {0’ g}’
() flz,y)=2x+y, D: 0<y<m, 0<z<siny.

Odpowiedzi. (a) fi = 4/7%; (b) fo = 57/8.

Zamiana zmiennych w catkach podwdjnych*

» Przyktad 4.7. Stosujac odpowiednig zamiane zmiennych obliczyé¢ podane calki
podwdjne po obszarach ograniczonych wskazanymi krzywymi:

(a) //(CCer)ddey,D:y:x,y=x+1,y=—2x—1,y:—2x+4;
D
(b) //yd;vdy,D: zy=1, vy =3, y= 2z, y:zlgg7 (x>0);
T
D
(C) //xyda:dy, D: y=332, y:23:2, 2x:y2, 4g;:y2;
D

(d*) //(\/EJF\/@) dzdy, D: Vx+y=1, (x >0,y >0).
D

Rozwigzanie. Wykorzystamy wzor na zamiane zmiennych w catce podwdjnej:

//f(x,y) dxdy = //f[(p(u,v),w(u,v)] |J7 (u,v)| dudv.
D A



Zamiana zmiennych w catkach podwéjnych* 155

W tym wzorze przeksztalcenie 7 : A— D, okreslone wzorem

{r=pv

przeprowadza réznowartosciowo wnetrze obszaru A C R? na wnetrze obszaru D, przy
czym funkcje @, maja ciagte pochodne czastkowe pierwszego rzedu na obszarze A,
a jakobian przeksztalcenia 7, tj. funkcja

T RCACRE RREACRY)
J1(u,v) = det [ Y (u,v) by (u,v) |7

nie zeruje sie wewnatrz obszaru A. Ponadto zakladamy, ze funkcja f jest ciagla na
obszarze D.

» (a) Proste ograniczajace obszar D zapisujemy w postaci:
y—x=0,y—x=1, y+2xr=-1, y+ 2z =4.

Stad wida¢, ze wygodnie jest dokonaé¢ nastepujacej zamiany zmiennych:

U=y —x,
v=1y+ 2.
7 uktadu réwnan wyznaczmy zmienne z,y. Mamy
1 . 1
rT=—-u-+ -v,
T. 3 3
’ 2 . 1
=—-u-+ -v.
Y=3"7"3

Przeksztalcenie 7 przeprowadza réznowarto$ciowo wnetrze obszaru A, opisanego nie-
réwnoéciami 0 < w < 1, —1 < v < 4, na wnetrze obszaru D (rysunek).

v Yy
4
y=z+1
y=x
A
D
y=—2x+4
1
-1
y=—2x—1
Jakobian przeksztalcenia 7 ma postaé
u vl u vy’ 11
J e T { 3+3L{ 3+3L Cdet| 33|21
T(u,v)—ey;y;—e 2_+EI2_“+EI_G 5 1]=73
3 73], 13 3], 33
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i nie zeruje sie¢ wewnatrz obszaru A. Wstawiajac otrzymane wielkoéci do wzoru na
zamiane zmiennych w calce podwoéjnej, dostaniemy

//(x+y ) dxdy = //[ —u+v) +%(2u+v)} ‘—%’ dudU:%//(u—k%)dudu.
A

Korzystajac teraz ze wzoru (?7?, str. 7?) oraz prostych calek oznaczonych otrzymamy

1 4 1
1 1 1
§//(u—|—2v)dudv= §/ u/ (u+ 2v) §/[uv—|—v2]il dv
A o 0
1 1[5 b5
= — 1 du=—-|= 1 - TS
9/(5u+ 5) du 9[2u+ 540 13
0

» (b) Krzywe ograniczajace podany obszar D zapisujemy w postaci:
zy =1, my:3,y=2,y:4, gdzie z > 0.
x x

Stad widaé, ze wygodnie jest dokonaé¢ nastepujacej zamiany zmiennych:

u =2y,
Yy
v==.
T

7 uktadu réwnan wyznaczmy zmienne x,y, pamietajac o warunku x > 0. Mamy

8

xTr = -,

T: v
Yy = \Vuv.
Przeksztalcenie 7 przeprowadza réznowarto$ciowo wnetrze obszaru A, opisanego nie-
réwnosciami 1 < u < 3, 2 < v < 4, na wnetrze obszaru D (rysunek).

v Yy y=4zxr, y=2zx

Ty=3

zy=1
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Jakobian przeksztalcenia 7 ma postaé
’ / 1 1 1 ju
o, V[V W 2V |
Jr(u,v) = det {y,“ y,”} = det v], v], | =det = —

i nie zeruje sie wewnatrz obszaru A. Wstawiajac otrzymane wielko$ci do wzoru po-
danego na wstepie i korzystajac z interpretacji geometrycznej catki podwdjnej, dosta-
niemy

g/%dxdy:Z/ ﬁ

» (c) Parabole ograniczajace obszar D zapisujemy w postaci:

1
2v

1 1 1
dudv = 5//dudv— §p01e(A)— 5-4—2.
A

2
LA—y
xr

Z podanego ukladu rownan wyznaczmy zmienne z,y. Mamy

v
=i —
u2

T:
3'02
y=1/—
U

Przeksztalcenie 7 przeprowadza réznowarto$ciowo wnetrze obszaru A, opisanego nie-
réwnosciami 1 < u < 2, 2 < v < 4, na wnetrze obszaru D (rysunek).

v Y y=2x y=x
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Jakobian przeksztalcenia 7 ma postaé
I

3/1' v 2 ,[v 1
U2 u U2 v _g ﬁ 3\/3 u2v2

!
JT(u,v):det{ ’ ”} = det / /| =det
Yo Yo 2 [v? o 02 1,02 2
U U 3V ut 3w

u
1
3u?
i nie zeruje sie wewnatrz obszaru A. Wstawiajac otrzymane wielko$ci do wzoru po-
danego na wstepie, nastepnie korzystajac ze wzoru (??, str. ??) oraz korzystajac z

prostych catek oznaczonych dostaniemy
1 v
dudv = 3 // e dudv

o e

b 2

) o B et R O PO

3 u? 3| 2w?], 2], 3 8
1 2

» (d*) W tym zadaniu dokonamy nieco sztucznej zamiany zmiennych, jednak sku-
tecznie doprowadzi ona nas do celu. Przyjmujemy

2 ot
x = r? cos* @,
T:{ 2'4%0
y =r?sin” p.

1
3u?
4

] W

Przeksztalcenie 7 przeprowadza réznowarto$ciowo wnetrze obszaru A, opisanego nie-
réwnodciami 0 < r < 1, 0 < ¢ < 7/2, na wnetrze obszaru D (rysunek).

el

1 r 1 x

Jakobian przeksztalcenia 7 ma postaé

2 . 4.7 2.4 1
] [r cos @]T [7“ cos gp}w
4

x! x!
Jr(r,e) =det | | 7
T

[7“2 sin @]; [r2 sin? gp};

2r cos* p —4r? sin @ cos® ¢
— Q3 B o aind
et 4 5 . 3 = 8r° cos® psin” @
2rsin® ¢  4r°sin” @ cosp
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i nie zeruje sie wewnatrz obszaru A. Wstawiajac otrzymane wielko$ci do wzoru po-
danego na wstepie, a nastepnie korzystajac ze wzoru (77, str. 7?), dostaniemy

// (Vz + y) dedy = //( 72 cost  + 1/ r2sin* gp) |8r30053<psin3g0‘ dpdr
D A

= //r|8r3cosgcpsin3<p| dpdr = //8r4 ‘cos?’npsin3<p| dedr
A A
1

™

=38 /r4dr . /cosggpsinggpdgo
0 0

Poniewaz
[ eostpsintpdp = [eost o (1 —eostg)sinipe[ , L2 E

tﬁ t4 6 4
:—/t3(1—t2) dt:(———>+C=COS LA I e

6 4 6 4
wiec
jmr /%coswsmwgo _Hl.[cos"‘so_cos‘*sof_z.i_i
) ) 5 1o 6 4 |, 5 12 60
Zatem

//(\/E—F\/@) dacdy:8-6—10:1%.
D

> Zadanie 4.7. Stosujac odpowiednig zamiang zmiennych obliczy¢ podane calki po-
dwdjne po obszarach ograniczonych wskazanymi krzywymi:

2
(a) //%dmdy,D: r+y=-lz+y=le—y=1lx—y=3;
D

dxd 1

(b) // W D:y=ua, y=21 y=-—ze+ly=-20+4

y
D

(c) //xydxdy, D:ay=1, 2y =2, y=2% y=3z%
D

(d*) //(x4—y4) dedy, D: 2> +y?> =3, > +y? =5, 22 —¢y? =1, 22 — ¢ = 2
D

(r>0,y>0).
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Odpowiedzi. (a) 4/27. Wsk. Podstawi¢ u =z +y, v =z —y; (b) 21n(9/8). Wsk. Podstawié
u==z/y,v=(x—2)/y; (c)ln3. Wsk. Podstawi¢ u = zy, v = y/mQ;

(d*) (24\/ 24 — 2121 — 8V8 + 5\/5) /12. Wsk. Podstawi¢ u = 2° + %, v = 2% — 3/°.

Wspotrzedne biegunowe w catkach podwdjnych

» Przyktad 4.8. Wprowadzajac wspélrzedne biegunowe obliczyé catki podwdjne:

a) //xy2 dzdy, gdzie D = {(z,y) : 2° +y* <4,z >0};
b) // (2? +y?) dady, gdzie D = {(z,y) : 2* +y*> —2y < 0};

dxdy
// 1 5, gdzie D = {a:y :a:2+y2<a:,a:2+y2<y};

ln x —|—y .
// PR dxdy,gdmeD:{(x,y): 1<x2+y2<4,y>0};

e*) //xydxdy, gdzie D = {(z,y) : 2?2 +y? —22 -2y < 0};

d
// y dwd yz,gdzieD:{(x,y): Pyt <4, y>1).

Rozwigzanie. Jezeli funkcja f jest ciagla na obszarze D, ktory jest obrazem zbioru A
opisanego we wspétrzednych biegunowych nieréwnosciami:

A: a<p<fB, glp) <o<hip),
gdzie funkcje g, h sa ciagle, to

/f(x,y)dwdy = / f(ocosp,0sing) - odedo (4.5)
D A
B h(p)
= /dw / [ (ecos, osin @) pdp. (4.6)
o g(p)

» (a) Obszar caltkowania D jest pélkolem o promieniu 2 (rysunek). Podstawiajac
x = pcosp, y = psin ¢ do nieréwnosci 2% + y? < 4, > 0, otrzymamy:

0> <4, pcosp>0.
Poniewaz p > 0, wiec rozwiazujac powyzszy uklad nieréwnosci mamy

™ v
A: S <p< s 0<0<2
2 S¥PS 3 e
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ol

Zakres zmiennosci kata ¢ mozna odczytaé rowniez z rysunku. Teraz w obliczanej calce
mozemy dokonaé zamiany zmiennych na wspélrzedne biegunowe. Na mocy wzoru
(?7), nastepnie (77, str. ??) oraz podstawowych metod obliczania calek oznaczonych,

mamy

D

I
—
‘bﬂk
S
S~

[S)
|
w3

sin? ¢ cos p dyp

//:rzf dzdy = //(QCOSSD) (osing)? - odpdo = // 0* cos ¢ (sin )* dipdo
A A

catkowanie przez

512 Pl podstawienie 39 1
_ Q_ . 2 1 =singp _ 9= 2
— {5]0 /sm pcospdp i = cos o dp == /w dip
“z p=-7/2, p=-1 -1
p=7/2, Y =1

32 [¢3]' 64
5103, 15

» (b) Nieréwnosé x2 + y* — 2y < 0 opisujaca obszar D przeksztalcamy do postaci
2% + (y — 1)? < 1. Stad wynika, Ze obszar catkowania D jest kotem o $rodku (0,1)
i promieniu 1 (rysunek). Podstawiajac * = gcos¢p, y = gsinp do nieréwnosci 22 +

y? — 2y < 0, otrzymamy
0? —2psinp < 0.

Y e

0=2sin
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Poniewaz p > 0, wiec rozwiazujac powyzsza nieré6wnos¢ mamy
A: 0<p<m 0<p<2sinep.

Zakres zmienno$ci kata ¢ mozna takze ustali¢ na podstawie rysunku. Teraz w ob-
liczanej calce mozemy dokonaé zamiany zmiennych na wspoélrzedne biegunowe. Na

mocy wzordéw (??), (??) oraz podstawowych metod obliczania calek oznaczonych,
otrzymamy

// (2* +y?) dady = // ((gcosso)2+(gsins0)2)ng://Q3d9
D A A

iy 2sin ¢

7'r 1 2sin ¢ 7T
- [ | g3d9=/hg4} dp=1 [ sin* pdy
0 0 0 0 0

* T 1
) / <§—2cos2g0+—cos4g0) dy
o \2 2

= § —sin2 —|—lsin4 W—§7r
= 2@ ¥ 3 @0—2~

Calke w miejscu oznaczonym (x) obliczyliSmy korzystajac z tozsamosci

2
1 1
sin® ¢ = (sin? cp)Q = {5 (1 — cos 2@)} =1 (1 — 2cos2¢ + cos® 2¢p)

1 1 1 1
1 [1 —2cos2p + 5 (1+cos4g0)} =1 <g —2cos2p + 50054@) .

» (c¢) Nieréwnoéci 22 + y? < z, 22 + y? < y opisujace obszar D przeksztalcamy
odpowiednio do postaci

12+2<1 2 12<1
Ty Y sy v\ Ty) Sy

Stad wynika, ze obszar catkowania D jest czescig wspolna dwoch kot. Jednego o $rodku
(1/2,0) i promieniu 1/2, a drugiego o §rodku (0,1/2) i promieniu 1/2 (rysunek).

Y e
1
e +yP=y
o=sin ¢
1 _____
2
D, i
| A
} o=cos ¢
: 1
0 : : E
a?+y’=z
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Ze wzgledu na symetrie obszaru D wzgledem prostej y = x, a takze ze wzgledu na sy-
metrie funkcji podcatkowej wzgledem tej prostej, mamy

/ / dxdy / / dxdy

(1—a2—y2)° (1— a2 —y2)*

gdzie D; jest dolng polows obszaru D. Zatem obszar D; opisany jest nieréwno$ciami
2?2 + 3% < y, y < x. Podstawiajac * = pcosg, y = osing do tych nieréwnosci
otrzymamy

0> < psing, psing < pcosp.

Poniewaz ¢ > 0, wiec rozwigzujac powyzsze nieréwnosci otrzymamy
7T .
Ay 0<99<Z, 0 < o < sine.

Zakres zmiennoéci kata ¢ mozna takze ustali¢ na podstawie rysunku. Teraz w oblicza-
nej calce mozemy dokonaé zamiany zmiennych na wspolrzedne biegunowe. Na mocy
wzoréw (?7), (?77?) oraz podstawowych metod obliczania calek oznaczonych mamy

// dxdy B 2// odpdo
2 _ o
1—x y?) ) 2

(1 — (0cosp)” — (osin @)2)2

5 sin ¢ d
gap ™
Y Py TR
— 2)2 4
g b (1=

Ostatnia rownos¢ wynika z obliczen przeprowadzonych w rozwiazaniu Przyktadu 4.4
(d) (str. 27).

» (d) Obszar catkowania D jest gérnym pélpierécieniem o $rodku w poczatku ukladu
wspOlrzednych, promieniu wewnetrznym 1 i zewnetrznym 2 (rysunek). Podstawiajac
T = pcosp, y = psin e do nieréwnoéci 1 < 22 + y2 < 4, y > 0 otrzymamy kolejno

1<0®<4, psing>0.
Poniewaz p > 0, wiec rozwiazujac powyzszy uklad nieréwnosci otrzymamy

A: 0<p<m 1<p<2

Y [

‘1 2 =z T @

Zakres zmiennosci kata ¢ mozna réwniez odczytaé¢ z rysunku. Teraz w obliczanej
calce dokonujemy zamiany zmiennych na wspélrzedne biegunowe. Na mocy wzoru
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(?7), nastepnie (77, str. ??) oraz podstawowych metod obliczania calek oznaczonych,
mamy

1 ( iy )2)
ln x —|—y J B n QCOb(p osin g
xdy = ~odpdo

(0cos )’ + (osinp)?

s

2
2//h1—gdtpdg =2 / /andQ
0

Calkowame przez

2
/ In 0 dQ podstawienie
1

u=1Inp, du=dg/o
o=1, u=0
0=2, u=In2

In2 271In2

277/uduz2ﬂ' {u_} =rln?2.
2]y

0

» (e*) Nieréwnosé 22 +12% — 22 —2y < 0 opisujaca obszar D przeksztalcamy do postaci
(z — 1) 4+ (y — 1)® < 2. Stad wynika, 7e obszar calkowania D jest kolem o $rodku
(1,1) i promieniu /2 (rysunek). Podstawiajac x = gcos ¢, y = osing do nieréwnosci
2% + 9% — 22 — 2y < 0 otrzymamy

0> — 20(cos ¢ +sin ¢) < 0.

Yy 4

0=2(cos ¢+sin p)

p
8]
|

LBl

3m L4
a

Poniewaz g > 0, wiec rozwiazujac powyzsza nieréwnosé otrzymamy

m 3T

A . —Z < "2} < Z,

Zakres zmiennoéci kata ¢ mozna takze ustali¢ na podstawie rysunku. Teraz w oblicza-

nej calce mozemy dokonaé zamiany zmiennych na wspotrzedne biegunowe. Na mocy
wzoréw (?7), (?7) mamy

//xydxdy = // ocosp) (psinp ngpdg—//g cos @ sin ¢ dpdp
D

[

0 <0< 2(cosp+sing).

e D

2(cos p+sin ¢) Ey 2(cos p+sin )

dy / 0® cos psin p do :/coswsincp {QZ} dp =
0

I
\F|

0 —

A
A
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&
B

=4 [(cosp + sin @)4 cos ¢ sin p dyp.

|

s

Poniewaz (cos ¢ + sin @)2 =1+ sin2yp oraz cospsiny = 3 sin 2¢, wiec wyrazenie w

ostatniej calce mozemy sprowadzi¢ do postaci

(cos ¢ + sinp)* cos psin g = (1 + sin2¢)? sin2¢p = = (sin2¢p + 2 sin? 2¢ + sin® 20) .

N =

Mamy zatem

3

gl

cos ¢ + sin <p)4 cospsinpdp =

=

e

i calkowanie przez podstawienie
. 2 -3 20 =u—m/2, 2dp = du
(sm2<p—|—2bln 2¢ + sin 2<p) dy o/t w0

-z p=23r/4, u=27
1 27
Z/(sin (u— g) + 25sin? (u— g) + sin® (u—g))du

(— sinu + 2 (—sinu)® + (— sin u)3) du

I
N =
—

Il
] =
\:‘w o\:‘w o

1
= 1 (— sinu 4 2sin? u — sin® u) du
0
27 1 27 1 27
1
:_Z/sinudu—f—i/sinQudu—Z/sin?’udu
0 0 0

Z interpretacji geometrycznej pojedynczej catki oznaczonej wynika, ze pierwsza i trze-
cia calka sa rowne 0, wiec do obliczenia pozostaje tylko druga catka. Wykorzystujac
wzér sin u = (1 — cos 2u)/2 mamy

2m 1 2 1 1 o

/Sinzudu:—/(l—COSQU) du= - |u— =sin2u| =m.
2 2 "7 2 0

0 0

Zatem calka z funkcji f(x,y) = xy po obszarze D jest réwna 4 - g = 2m.

Uwaga. Obliczenia tej catki podwdjnej mozna znacznie uprosci¢, gdy najpierw doko-
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namy zamiany zmiennych: u =z + 1, v = y + 1. Wtedy calka przyjmie postaé

//(u— 1)(v — 1) dudv = //(uv—u—v— 1) dud.
Ay

Ay
gdzie Ay @ u? 4+ v? < 2. Z symetrii obszaru catkowania i funkcji podcalkowej wynika,

ze
//uvdudvzo, //ududsz, //vdudvzo.

Aq Ay Ay

// dudv = 2.

Ay

7 kolei calka

» (f) Obszar catkowania D jest soczewka przedstawiona na rysunku. Podstawiajac
x = pcosp, y = psinp do nieréwnosci 22 + y? < 4, y > 1 otrzymamy kolejno
Q2 <4, psinp > 1.

Poniewaz ¢ > 0 oraz 0 < ¢

< 2w, wiec rozwiazujac powyzszy uktad nieréwnodci
otrzymamy

—
—_
|
o
/
()
w
5
©

ol
o
A

Zakres zmiennoéci kata ¢ mozna takze ustali¢ na podstawie rysunku. Teraz w oblicza-
nej calce mozemy dokonaé zamiany zmiennych na wspolrzedne biegunowe. Na mocy
wzoréw (?7), (?77?) oraz podstawowych metod obliczania calek oznaczonych, mamy

dxd dpd
// yzwy // QSIDSD 4 wy //Sm@d(pdg_
S5 2% +y? (0cosp)? + (psing

= 75111@ [Q}; do = 7(25111@— 1) dp = {—ZCOS‘P_ ‘P}

sin p dp

\mla"

ot
of3

ol
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> Zadanie 4.8. Wprowadzajac wspétrzedne biegunowe obliczy¢ catki podwéjne:
a)//xyzda:dy,gdzieD: x>0, 1<2?2+9y? <2

b) // y2e” T dady, gdzie D: x>0, y >0, 22 +y2 < 1;

(c) //(x2+y2) drdy, gdzie D : y >0, y < 2?4+ y? < 23

(d*) / z/a? + y? dedy, gdzie D : x>0, (2% + y2)2 <4 (2?2 —y?).
D

V2

. 82
dgp/g4s1n2<pcosgadg:

1

Odpowiedzi. (a)

|
wlﬂ\wl:\

Z 1
1 5 2
; (b) /dip/é)d@g sin® g do = g;
0 0
cos ¢ \/cos2p

x x

I _32V2
()/deO/ng g (49 / / 0’ cospdo = 5
0

sin @

u>|=\

Zastosowania catek podwéjnych w geometrii

» Przyktad 4.9. Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych krzywymi:
(a)y:x2_:p,y:x; (b)y=¢€", y=lnz, c+y=1, =2

Cy=e™ y=e*, y=e* (d)y=hz, y=h’az

Rozwigzanie. Pole obszaru normalnego D C R? wyraza sie wzorem

pole (D / dzdy

W rozwiazaniach przykladéw (b), (c) i (d) wykorzystamy wzory:
(%) /lnxdx:x(lnx—l)—l—C, (%) /1n2xdx:x(ln2x—2lnx+2)—|—C.

Wzory te mozna otrzymaé catkujac przez czesci:

/lnxdx{ zﬁ((z))_l?/i’ Zlg))::ml} = xlnx—/dw
=zslhe—z+C=z(lnx—-1)+C,
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) w(z) =%z, o(z)=1
/ln xdx{u/(m) _ %]nm, v(z) =2 ]

a:lnzx—/ﬂnxdx

=zln’z —2z(lnz—1)+C
= x(lnzx—2lnx—|—2) +C.

» (a) Najpierw wyznaczymy miejsca, w kto-
rych przecinaja sie krzywe y = 22 — z, y = .
Otrzymamy punkty (0,0) oraz (2,2). Obszar
D, ktorego pole mamy obliczy¢, zaznaczono
na rysunku. Obszar ten jest normalny wzgle-
dem obu osi. Dla obliczenia calki potraktu-
jemy obszar jako normalny wzgledem osi Ox

(dlaczego?). Zatem y==

D={(z,y): 0<z<2, 2> —z<y<az}.

Zatem wobec wzoru (77, str. ??), a dalej pod-
stawowych metod obliczania calek oznaczo-
nych, mamy

x

pole (D) = // dxdy:jdx / dy:j[y};wdx:j(x—(xQ—x))dx

r2—x

2
1 1 ,]°
2/(2x—x2)dx=[2-§$2—§x3} =4 —
0

wl oo
I
|

0

» (b) Obszar D jest wprawdzie obszarem nor-
malnym zaréwno wzgledem osi Oz i Oy, jed- ¥
nakze niektorych funkcji ograniczajacych ten
obszar z géry i z dohu nie da sie zapisa¢ jednym
wzorem. Dlatego podzielimy go prosta x = 1
na dwa obszary D; i D2 (rysunek) normalne
wzgledem osi Ox. Wobec addytywnosci catki
wzgledem obszaru catkowania mamy y=e

r=2

y=1l—x

pole (D) =pole (D;) + pole (D3) > Da | yiing

Dy

://dxdy—i—//dxdy 0 n P

D1 Do

Poniewaz obszary calkowania D, Dy opisane sa nieréwnosciami:
Dy: 0<z<],1—z<y<e", Dy: 1<z<2, nx<y<e’,

wiec korzystajac ze wzoru (??) oraz metod obliczania calek oznaczonych i podanego
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na wstepie wzoru (), otrzymamy

1

169

2

x

//dxdy—f—//da:dy—/dx/dy+/dx/dy—/ da:+/[y]f dx
lnr 0 1 e
°)
/e +ax—1) d;v—f—/(e —Inz) dx
0 1
() 2 ] ’
= e$+7—g: —|—{e$ x(lnx—l)} =e“+ - —1In4
0 1

» (c) Obszar D jest obszarem normalnym za-

réwno wzgledem osi Oz i Oy (rysunek). Ze
wzgledu na prostsze obliczenia obszar D po-
traktujemy jako normalny wzgledem osi Oy.
Wtedy opisany jest on uktadem nieréwnosci

<11
S T 1ny.
2 Y

Korzystajac ze wzoru (7?7, str. ??) oraz oraz
metod obliczania catek oznaczonych i poda-

—Iny

—x

nego na wstepie (x) otrzymamy

e 3l
pole (D) = //dmdy:/dy/
1 —Iny

» (d) Wyznaczymy punkty przecigcia krzy-
wych y = Inz, y = In®z. Dla > 0 mamy

Inz=In’z <= Inz(l —Inz) =0
< lnz=01lub hzx=1
—z=1lubzr=e

Obszar D, ktérego pole mamy obliczy¢, poka-

zano na rysunku. Jest on normalny wzgledem
obu osi. Zatem traktujac go jako normalny
wzgledem osi Oz mamy

D:{(a:,y): 1<

r<e Inz<y<

lnx}.
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Teraz korzystajac ze wzoru (??) oraz podanych na wstepie wzordw (x), (s*), mamy

Inx

pole(D)://dmdyz/dx /dy:/(lnx—ln2x) dx
D 1 In

2, 1
:—[xlnzx—3lnx+3]i =3-—e.

> Zadanie 4.9. Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych krzywymi:

(a) y* =4dw, z+y=3, y=0(y>0); (b)a®+y’—2y=0, 2°+y>—4y=0;

()2 +y? =2y, y=V3lz|; (d)z+y=4, 2+y=8, —3y=0, 2 —3y=>5;

() y=2% y=4% y=16; () Vil + Iyl = 1.

Odpowiedzi. (a) 10/3; (b) 3m; (c) 7/3 4+ V/3/2; (d) 5; (e) (64In2 —15) / (21In2); (f) 2/3.

» Przyktad 4.10. Obliczy¢ objetosci bryl ograniczonych powierzchniami:

(a) 2* 49> =1, 24+y+2=3, 2=0; (b) z2=1+/25—22—y2, z=3;
(c)x=0,z=1-]y|, 2=0, z=10— bz — 2y;

(d) 2z =+/22 +y2, 2=2—2% —y% (e*) z =22 z=1—y%

Rozwigzanie. Objetos¢ bryly U obliczymy ze wzoru

objetoéé (U) = // l9(z,y) — d(z,y)] dzdy,
D

gdzie z = d(z,y) i z = g(z,y) sa odpowiednio dolna i gérna powierzchnia ograni-
czajaca te bryle, a D jest jej rzutem na plaszczyzne xOy. Ponadto w rozwiazaniach
wykorzystamy wzory (77, str. 7?), (??, str. ??) oraz (77, 7?7, str. ?7).

» (a) Bryla U jest ograniczona walcem 2 +y? = 1 oraz dwiema plaszczyznami z = 0
ixz+4y+ 2z =23 (rysunek). Rzutem D bryly U na plaszczyzne 2Oy jest kolo o srodku
(0,0) i promieniu 1.

z

@
-

\\&

‘\

Z
<
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Zatem

objeto$¢ (U) = // (8 —z—y)— 0] dedy.
D

Obszar D we wspdlrzednych biegunowych jest opisany nieréwnoéciami
A: 0<e<2m 0<po< L

Teraz w calce mozemy dokonaé zamiany zmiennych na wspoétrzedne biegunowe. Na
mocy wzordéw (??), (??) oraz podstawowych metod obliczania calek oznaczonych,

mamy
//(3—x—y)dxdy = //(3— pcosp — psinp)odpdo
D A

1

2
= / d(p/(3Q—Q2COS(p—QQSiD(p) do
0 0

2T

1, 134 L g et
= 3:-—p"——-p cosp——-p sinyp dp =

2973 3 Y

0 o=
[3 1cos L d 3 L +1c0 " 3
= - — = — —sin = |[=p— =sin = COS = 3.
SRR Sk R A PLA A T

Tak wiec objetosé (U) = 3.
» (b) Bryla U jest ograniczona gérna poélsfera o rodku w poczatku uktadu wspét-
rzednych i promieniu 5 oraz plaszczyzna pozioma na wysokosci 3 (rysunek).

2 + y2 =16
D
D
x
Y
Aby wznaczy¢ rzut brylty U na plaszczyzne Oy rozwiazemy uktad rownan

{ 2= 4/25 — 2% — 92,

z=3.

Otrzymamy z? + y? = 16. Stad rzut D bryly U na plaszczyzne 2Oy jest kotem o
promieniu 4 i Srodku w poczatku ukladu wspolrzednych. Objetosé brylty U wyraza
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sie zatem wzorem

objetosé (U // 25 — ) dzxdy.

Obszar catkowania D we wspolrzednych biegunowych jest opisany nieréwnosciami:
A: 0<e<2m 0<p<4.

Teraz w calce mozemy dokonaé¢ zamiany zmiennych na wspoétrzedne biegunowe. Ko-
rzystajac ze wzoru (?7?), nastepnie (??) oraz podstawowych metod obliczania calek
oznaczonych, mamy

[V - 8) iy =
D
Z/(\/%— (ocosp)® — (osing)? — 3) odpdo = Z/(m—:’)) odedo

catkowanie
o przez
podstawienie

4 4
/d<p / \/25 0% — gdg =27T/ 25— 02 — )ng u =25 — g?
0 0

du = —2pdp
0 0=0,u=25
e=4,u=9
9 J 25 5 25 -
=27T/(\/_—3)—1;:7T/(\/——3)du:ﬂ[gu\/a—?)u} =g
- 9
25 9

Tak wiec objetosé (U) = 52m/3.

» (c) Bryla U jest czescia graniastostupa ograniczonego plaszczyznami x = 0, x =
1—y, =14y, z=0, Scietego plaszczyzna z = 10 — bz — 2y. Na rysunkach ponizej
przedstawiono bryle U oraz jej rzut D na plaszczyzne xOy.

z=10—5z — 2y z Y

y=1—=x

<
<

y=x—1
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Stad mamy

objetos¢ (U) = // [(10 = 5z — 2y) — 0] dzdy.
D

Traktujac obszar calkowania D jako obszar normalny wzgledem osi Oz oraz korzy-
stajac ze wzoru (77?) i prostych metod obliczania calek oznaczonych, otrzymamy

1 1—x 1
=1l—x
10— 52— 2y) dedy = [ de [ (10—5z—2y)dy= [ [10y— 50y — 2] da
( y) dxdy y) dy y—Sey—y|
D 0 x—1 0 e
/ 3 342 25
X X
=1 2 2) dr =10 | = ———+42z| = =
o/(x 3z +2) dx 0[3 2+x0 3
0

2

» (d) Bryla U jest ograniczona od dotu stozkiem z = /22 + 32, a od géry paraboloida
z=2— 2% —y? (rysunek).

[\

an .
)

Wyznaczymy najpierw rzut D bryly U na plaszczyzne xOy. Mamy z = \/x2 + 32 oraz
z =2 — 2% — y?. Zatem obszar D jest ograniczony krzywa o réwnaniu y/z2 + y2 =
2 — (x2 + y2). Stad po prostych przeksztatceniach otrzymamy z? + y? = 1. Zatem
D jest kotem o érodku (0,0) i promieniu 1. Korzystajac ze wzoru na objetos$é bryly

mamy
objetosé (U) = // [(2 —z% - y2) — \/m] dzxdy.
D
Obszar D we wspdlrzednych biegunowych jest opisany nieréwnoéciami

A: 0<e<2m 0<p<L

Teraz w obliczanej calce mozemy dokonaé¢ zamiany zmiennych na wspétrzedne biegu-
nowe. Korzystajac ze wzoru (??), a nastepnie wzoru (??), otrzymamy

//{[2—($2+y2ﬂ —\/W} dzdy =
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= // (2 — (gcosp)® — (gsing)® — /(0 cos )2 + (osin 90)2) odpdo
A

27 1
://(2—92—9)9ds0d9= /dso : /(2—92—Q)Qd9
A 1 0 0
3 4
_ 2 0 _ @ —op. 0 _ 0T
—27r[g 3 4]Od<p—27r 5= 6"

» (e*) Bryla U jest ograniczona dwiema rynnami parabolicznymi (rysunek).

2?2 +y? =1

D @R
)

T

T

Wyznaczymy rzut D bryty U na plaszczyzne Oy. Mamy z = 22, z = 1 — y%. Stad
22 +y? = 1. Jak w przykladzie (d) obszar D jest kotem o érodku (0,0) i promieniu
1, wiec we wspdlrzednych biegunowych jest opisany nieréwnosciami

A: 0<p<2r 0<o<L.

Teraz w obliczanej calce mozemy dokonaé¢ zamiany zmiennych na wspdtrzedne biegu-
nowe. Korzystajac ze wzoru (??), a nastepnie wzoru (?7?), otrzymamy

objetosé (U) = // [(1-y%) —2?] dady =

D
= // [(1 — (psin @)2) — (o cos @)2} - odpdp
A

:Z/(Q—Qg)dtpdgz Znga : /(Q—Qg)dg =2w~[%—%4}::w.

0
> Zadanie 4.10. Obliczy¢ objetosci bryt ograniczonych powierzchniami:
(a) 2® + 92 + 2% — 22 =0; (b) 2 +y* -2y =0, z=a+9% 2=0;
(M) 2z=a"+y% y+2=4 (d*) (z—1)*+(y—1)2=1, z=ay, 2=0;

1
() z = (z—y)?, z=2—(z+y)% () z=+va2+y2 2=1+ 5\/332 + 2.

Odpowiedzi. (a) 47/3; (b) 37/2; (c*) 81w /4. (d*) m; Wsk. Zastosowaé przesunigte wspo6l-
rzedne biegunowe: x = 1+ gcos, y = 1 + gsing, J = g; (e*) m; (f) 47/3.
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P Przyktad 4.11. Obliczy¢ pola platéw okre$lonych réwnaniami:

R
(a) z=8—4x—2y (x>0, y>0, 2>0); (b)z=+R%2—122—9y?2 (Z>E);
() z=a+y* (1< 2<4); (d) z=5+ay (2 +y*><9) .

Rozwigzanie. Niech funkcja f ma ciagle pochodne pierwszego rzedu. Wtedy pole ptata
¥ bedacego czescia wykresu funkcji z = f(z,y) obliczamy ze wzoru

pole (¥ // \/1 +( ) dxdy,

gdzie D oznacza rzut plata 3 na plaszczyzne xOy. Ponadto w rozwiagzaniach wyko-
rzystamy wzory (77, str. ??) oraz (?7, str. 77?).

» (a) Plat 3 jest czeScia plaszezyzny z = 8 — 4o — 2y odcieta plaszczyznami ukladu
wspolrzednych. Jego rzut D na plaszczyzne Oy jest trdjkatem ograniczonym prosta
y =4 — 2z i osiami ukladu wspo6lrzednych (rysunek).

Yy
4
z y=4-—2x
D
D |
Yy N

x x

Pochodne czastkowe f7, fz', funkcji f sa ciagle i odpowiednio réwne
fr=[8—4x -2y, = -4, f;=[8—4z—2y] =-2.

Zatem

pole ( /\/1+ dedy—//\/_da:dy—\/_//dxdy

24
= V21 pole (D) = 1-724\/21.
» (b) Plat X jest czescia gérnej pélsfery o srodku (0,0,0) i promieniu R lezaca nad
plaszczyzna z = R/2. Jego rzut D na plaszczyzne Oy wyznaczymy rozwiazujac
uktad réwnan

z=/RZ— 22— 42,
R
5

Z =

R, czyli koto o $rodku (0,0) i promieniu v/3R/2 (rysunek).

3
Otrzymamy 2%+ y° = 5
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/

// éll"nl\\\
/’ lmm \

7 S \
G

M

<
8
<

Obliczymy pochodone czastkowe funkcji f =+ R? - 2, Mamy

! -
[ R2 — 2 2} - —,
fa [ o -y o g

fz//: {WL: R2__iz_y2'

Zauwazmy, ze obie pochodne sa funkcjami ciaglymi w obszarze D. Zatem pole plata
Y. wyraza si¢ wiec wzorem

2 2
-y
pole // 1+< RQ—mQ—y> +<\/ﬁ> dxdy
x2 4 92
:Z/\/1+7R2—x2—y2d$dy
/ R? dxdy
:D// R2_:p2_y2dmdy:RZ/ R2_x2_y2'

Obszar catkowania D we wspo6lrzednych biegunowych mozemy zapisaé¢ w postaci nie-
réwnosci

Teraz w calce mozemy dokonaé¢ zamiany zmiennych na wspoétrzedne biegunowe. Ko-
rzystajac ze wzoru (?7), nastepnie wzoru (??) oraz podstawowych metod obliczania
calek oznaczonych, otrzymamy

/ / dxdy / / Qd@dQ / / odpdo
s VR2 — 22 —q2 V/R? — (0cosp)? — (osinp)? VR? — 02

o @ calkowanie. przez
0 dg podstawienie
— /d(p . R S S— u=R2— 0%, du= —20dp =
\/Rz—g2 0=0,u= R?

0 0 e 2
o=t u="17
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R2 2

i 1 du ¥ du R?
:277/\/6'—_2:” ﬁ_ﬁ{z\/ﬂ}ngzﬂ%

R2 R2

Zatem pole czedci sfery jest réwne R - 7R = nR2.

» (c) Plat ¥ jest czeécia paraboloidy z = 22 + y? zawarta miedzy plaszczyznami
z =1, 2 = 4 (rysunek). Rzut plata ¥ na plaszczyzne xOy jest pierscieniem kolowym
D o $rodku (0, 0), promieniu wewnetrznym 1 i zewnetrznym 2.

2
&

Obliczymy pochodne czastkowe funkcji f(z,y) = 22 + y?. Mamy
2,27 2,2
fg’c—[ac —|—y]w—2x, f;—[ac +y}y—2y.

Obie pochodne czastkowe sa ciagle w obszarze D. Pole plata 3 wyraza sie wiec wzorem

ole (¥) = 1+ (22) + (2y) 2 dady = [[ 1+ 4 (22 + y2) dady.
p Z/\/ y y Z/ y y

We wspolrzednych biegunowych obszar catkowania opisany jest nieréwnosciami
A: 0<e<2m, 1<p<2

Teraz w calce mozemy dokonaé zamiany zmiennych na wspélrzedne biegunowe. Ko-
rzystajac ze wzoru (?7), nastepnie wzoru (??) oraz podstawowych metod obliczania
caltek oznaczonych, otrzymamy

Z/ 1+4(x2+92)d$dy:Z/\/1+4((QCOS‘P)Q-F(QSintp)Q)gd(de
:Z/M'Qd@dg:
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calkowanie przez

2m 2 podstawienie

— ) / 2 u=1+4¢

= /dgo /g 1+40%do du = 8odo

0 1 o=1,u=5

0=2,u=17

171 9 17
=271'-/—\/ﬂdu=z —u\/u :E(17v17_5\/5)_
8 413 5 6

Pole plata ¥ jest réwne % (17\/1—7 - 5\/5) .

» (d) Plat ¥ jest fragmentem powierzchni sio-
dlowej f(x,y) = 5+ zy wycietej przez wa-
lec 22 + y? = 9 (rysunek). Rzut plata ¥ na
plaszczyzne Oy jest kotem D o érodku (0, 0)
i promieniu 3. Poniewaz pochodne czastkowe
funkeji f(z,y) = 5 + xy sa réwne

fi=0B+ayl, =y, f,=0B+zyl, =y,

i sa ciagle w obszarze D, wiec korzystajac ze
wzoru na pole plata ¥, mamy

pole (2) = // V1+y?+ 22 dedy.
D

We wspélrzednych biegunowych obszar catkowania opisujemy nieréwnosciami
A: 0<e<2m 0<p<3.

Teraz w obliczanej calce mozemy dokona¢ zamiany zmiennych na wspolrzedne bie-
gunowe. Korzystajac ze wzoru (?7?), nastepnie wzoru (??) oraz podstawowych metod
obliczania catek oznaczonych otrzymamy

/\/1+y2+x2dxdy://\/1+(gsing0)2+(gcosg0)2-gdgodg

D A

2 3
/ V14 0% odedo = /dw - /Q\/1+Q2d9
A 0 0

3 calkowanie przez
. / B podstawienie
2 /Q 1+Qd9 u=1+ 02, du=20dp
0 0=0,u=1; o=3,u=10

10 10
1 2 2
27r/ “Vadu=7|Suu| dp=L (10\/10 - 1) .
2 3UVY 3
1
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2
Pole plata ¥ jest rowne % (10\/ 10 — 1) .
> Zadanie 4.11. Obliczyé pola platéw:
(a) z=a+3% 2 +9y°<1; (b)z=+a?+y? 1<2<2;
() 2> +y?+22=R?* 22 +y* -~ Rr <0, 2>0(R>0);
(d*) Satelita telekomunikacyjny jest umieszczony na orbicie geostacjonarnej potozo-

nej w odlegtosci h = 400 km od powierzchni Ziemi. Obliczy¢ pole obszaru objetego
zasiegiem satelity. Przyjac¢, ze Ziemia jest kulg o promieniu R = 6400 km.

Odpowiedzi. (a) pole (X) = (5\/5 — 1) /6; (b) pole (2) = 37v2; (c) pole(¥) = R*(7 — 2);
(d*) pole (Z) = 27 R*h/(R + h) ~ 15138 780 [km?].

Zastosowania catek podwdjnych w fizyce

P Przyktad 4.12. Obliczyé masy obszaréw D o podanych gesto$ciach powierzchnio-
wych:

(a) D =10,a] x [0,a], gdzie a > 0, o(z,y) = z* + y*;
(b) D = {(2,y) € R?: 2y® <z < 3+ y*}, gdzie o(x,y) = |y

Rozwigzanie. Mase obszaru D o gestosci powierzchniowej o = o(x,y) obliczamy ze
wzoru

masa (D) = / / oz, y) dzdy.
D

» (a) Poniewaz obszar D jest kwadratem, wiec korzystajac ze wzoru (7?7, str. 77)
oraz z podstawowych metod obliczania catek oznaczonych otrzymamy

masa (D) = // (z° +y?) dady = /dx/ (2® + %) dy = / [x2y+ §y3] du
D o 0 0 v=0

/ 1 1 1,7% 1, 1, 2
= / (aa:Q + §a3> dx = [gax?’ + gagx}o = §a4 + §a4 = §a4.

» (b) Obszar D przedstawiono na rysunku.
Y 2

\/g ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Ze wzgledu na symetrie obszaru D i gestosci o wzgledem prostej y = 0 wystarczy ob-
liczy¢ mase polowy obszaru D, ktory oznaczymy przez D,. Obszar ten jest obszarem
normalnym wzgledem osi Oy, wiec korzystajac ze wzoru (??, str. ??) oraz obliczajac
proste calki oznaczone, mamy

y°+3 V3
2
masa (D) = //|y|dgcdy = 2/dy / ydr =2 [yx]i;;yj?’ dy
292 0
V3
32yt 9
= _o |2 Y| 2
/ B-y) dy=2|5- -7 2
0 0

> Zadanie 4.12. Obliczy¢ masy obszaréw D o podanych gestosciach powierzchnio-
wych:

(a) D = {(x,y) eR?: 0<z<m, Oéyésinx}, U(ﬂ:,y) =ux

(b) D= {(z,y) eR*: 1<2®+y* < >0}, 0 = |z|.

Odpowiedzi. (a) 7; (b) 14/3.

P Przyktad 4.13. Znalez¢ polozenia srodkéw masy obszaréw jednorodnych:

2 2
(a) pétkole D o promieniu R; (b) D = {(a:, y):y = x—, x> y_};

(¢) D={(z,y): 0<z <7 0<y<sinz};
(d) kwadrat jednostkowy, z ktorego boku wycieto pétkole o srednicy 1.

Rozwigzanie. Wspétrzedne $rodka masy obszaru jednorodnego D C R? wyznaczamy

7€ WZOrow
T —#//xdxd —#// dxd
¢ pole(D) Y Ye T Lole (D) J) VY
D D

Gdy obszar D ma o$ symetrii, to jego srodek masy lezy na tej osi. W rozwiazaniach
wykorzystamy wzory (77, str. 7?), (??, str. ?7?) oraz (77, str. ?7).

» (a) Poniewaz obszar D (pdétkole) jest jed-

norodny oraz ma o$ symetrii, wiec jego Sro- Y
dek masy lezy na tej osi. Niech poétkole D be- R
dzie polozone w ukladzie wspotrzednych jak

na rysunku. Wtedy oczywiscie z, = 0. Wy-

znaczymy teraz wspoOlrzedna y, Srodka masy. c

Mamy
2
Yo = W—sz/ydxdy. -R R =
D
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Aby obliczy¢ te calke dokonamy zamiany zmiennych na wspélrzedne biegunowe. Pol-

kole D w tych wspolrzednych jest opisane nieréwnoséciami

A: 0<p<m 0<o<R

Wprowadzajac wspoélrzedne biegunowe oraz korzystajac ze wzoru (?7), nastepnie (?7)

oraz prostych metod obliczania catek oznaczonych, otrzymamy:

//ydwdy = //(Qsiw)-stad9=//gzsin<pds0d9= /sinwdso : /92d9
D A A 0 0

37 R

R 2

- ooy [&] = cen-c) B -2e

0
Zatem wspodlrzedne $rodka masy pétkola dane sa wzorami:

2 2R? AR
TR? 3 31
» (b) Obszar D, ktérego polozenie srodka
masy mamy wyznaczy¢, przedstawiono na ry- Y
sunku. Poniewaz obszar ten jest jednorodny
a prosta y = x jest jego osia symetrii, wiec
Srodek C masy nalezy do niej. Stad z¢ = yc¢.
Wystarczy zatem obliczy¢ jedna ze wspolrzed-
nych tego $rodka. Rozpoczniemy od obliczenia
pola obszaru D, ktory potraktujemy jako ob-
szar normalny wzgledem osi Ox. Korzystajac
ze wzoru (?7?) oraz prostych calek oznaczonych

z, =0, y, =

Yo b Ao

R

mamy

I

2V
pole (D) = // dedy = [dx | dy
D

2

(=)

x

T

4 4 ) A -
B 20T , oz _[4 )
= /[y}% da:—/<2\/_ —4) dx [33: T —12]0
0 0

16

3

Teraz wyznaczymy wspélrzedna x, §rodka masy ponownie korzystajac ze wzoru (?7)

oraz prostych calek oznaczonych. Mamy

4 2/x

1 3 7 3 /
a:c:m//xdmdy:E/dm/xdyzl—G/x[y]
D 0 ,

2 0

z<
4

4
3 a3 3[4, 247
Ta/(”f‘ﬂdf—ﬂgxf‘l—a]o—
0

2
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Zatem $rodek masy ma wspélrzedne zo = yo = 9/5.

» (c) Obszar D przedstawiono na rysunku.

Poniewaz obszar D jest jednorodny, a prosta x = /2 jest jego osig symetrii, wiec z, =
7/2. Przechodzimy do wyznaczenia wspélrzednej y, $rodka masy. Rozpoczniemy od
obliczenia pola obszaru D, ktéry potraktujemy jako obszar normalny wzgledem osi
Ozx. Jak w poprzednim przykladzie korzystajac ze wzoru (??) oraz prostych calek
oznaczonych mamy

pote(D) = [[ iy =[x [ ay= [ )" dr= [sinwde = (= cosal; =2
D 0 0 0 0

Wyznaczymy teraz wspélrzedna y,, srodka masy. Ponownie korzystajac ze wzoru (?7?),
a dalej prostych calek oznaczonych i tozsamosci sin? z = (1 — cos2x)/2, otrzymamy

1 1 T sin x 1 by y2 sin
ve = oy [ vistv=3 [ [var=3 [[5] " e
D 0 0 0

1 1 /1 1 1 T
= Z/sin2a:da:21/§(1—c082x) dng {x—isin%]o :%,
0 0

Ostatecznie C' = (z,,y,) = (7/2,7/8).

» (d) Rozwazang figure umieszczamy w ukla-
dzie wspolrzednych tak jak na rysunku. Po-
niewaz obszar D jest jednorodny, a 0§ Oy jest _

jego osia symetrii, wiec z, = 0. Pole obszaru s
D obliczymy bezposrednio. Mamy Kj

ey=1?- Lo (N 217
poe( )— —571' 5 = —g D s ('

N

Obszar D we wspdlrzednych kartezjanskich -1
jest opisany nieréwnosciami:

N~
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Zatem wobec wzoru (??) i prostych calek oznaczonych mamy

27—V 122 1 2
//yda:dyz /da: / ydy:/[y—} da:z—/

2|, 2
D 1 1 1

Stad
_é// dody — — 2 (5N ___10
Ye = pole() J) VY T T \T12) T 3B —n)
D 8

Srodek masy ma zatem wspétrzedne z, = 0, y. = —10/ (3(8 — 7))

> Zadanie 4.13. ZnaleZ¢ polozenia $rodkéw masy obszaréw jednorodnych:
(a) D — tréjkat réwnoramienny o podstawie a i wysokosci h;

(b) D={(z,y) eER*: 0<a<m 0<y<sin x}
(¢) D= {xyE]RQ:xQ y < 1};
(d) D:{x,y eER?:0<2<1,0< y<e$}.

Odpowiedzi. (a) srodek masy lezy na osi symetrii tréjkata w odlegtosci h/3 od podstawy; (b)
To = 1/2 (2 symetrii), yo = 3/8; (¢) zo = 0, yo = 3/5; (d) 7o = 1/(e—1), yo = (4 1)/4.

» Przyktad 4.14. Obliczyé momenty bezwladno$ci obszaréw jednorodnych o masie
M wzgledem wskazanych osi:

(a) kwadrat o boku a, wzgledem przekatnej;

(b) ¢éwiartka kola o promieniu R, wzgledem osi symetrii;

(c) odcinek paraboli o szerokosci b i wysokosci h, wzgledem osi symetrii;
(d) D={(z,y): 0<x<m 0<y<sinz}, wzgledem osi Ozx.

Rozwigzanie. Momenty bezwtadnoéci obszaru jednorodnego D C R? o masie M wzgle-
dem osi Oz i Oy wyrazaja si¢ wzorami

M
I, = ———— [[ y* dzdy, y
“ pole(D) //y Y vz,
D p
7M a
I, = 2 dady.
Y pole (D)//gc e N
D
V2 N
Ponadto w rozwiazaniach wykorzystamy wzory -%a 2a
(77, str. 7?), (77, str. ??) oraz (77, str. 77).
» (a) Kwadrat umieszczamy w ukladzie wspol- v,
2

rzednych jak na rysunku.
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Wtedy moment bezwladnosci wzgledem przekatnej bedzie momentem wzgledem osi
Oy. Ze wzgledu na symetrie kwadratu i funkcji 22 jego moment bezwladnosci jest czte-
rokrotnie wickszy od momentu bezwladnosci tej jego czesci, ktora lezy w pierwszej
¢wiartce uktadu wspoélrzednych, tj. obszaru

D+={(m,y):0<a}<—a, Ogyé—a—x}.

Korzystajac ze wzoru (?7?) oraz prostych calek oznaczonych, mamy

ﬁ(l - a—=T - a
2 2 2
ﬁ(l—il)
// x? dedy = / dx / 2 dy = / z? [y} o dr =
Dy 0 0 0
\/Taa a
/ 9 \/§ \/§ 3 ozt a*
= | — der = |—a— — — =—.
2 2 3 4 48
0 0

Moment bezwladnoséci kwadratu o boku a wzgledem przekatnej (osi Oy) jest wiec
réwny

M M
— — 1 2
4 2 4 @ a*M
I, =4 —W—— dedy=4- =% -— = .
Y pole (D+)//x v a? 48 12
b; T

» (b) Niech éwiartka kota D bedzie polozona w ukladzie wspélrzednych jak na ry-
sunku.

)

k]

Wtedy jej moment bezwladnosci wzgledem osi symetrii bedzie momentem wzgledem

osi Oy, czyli
M
I, = ——— [[2®dad
Y pole(D)//x vy,
D

gdzie pole (D) = mR* /4. Poniewaz éwiartka kola jest obszarem okreslonym we wspot-
rzednych biegunowych nieréwnosciami

A
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wiec dokonujac w calce zamiany zmiennych na te wspéirzedne oraz korzystajac ze
wzoru (?77?), nastepnie wzoru (??), a dalej z prostych calek oznaczonych i tozsamosci

cos? = (1 + cos 2x) /2, otrzymamy

//xzda:dy = // 0COoS ) gdnpdg—//g cos? @ dpdp
D

Ey un R 371
= /Q do | - /cos pdo | = [%} -/5(1-1-0052@) dp
0
0 1 1
3
R* 1 1. T (r—2)R*
TR g P T

Zatem moment bezwladnosci ¢wiartki kola wzgledem jej osi symetrii jest réwny

M (7r—2)R4:M(7T—2)R2

TR2 16 4
4

I, =

» (c) Odcinek paraboli D umieszczamy w
ukladzie wspoélrzednych jak na rysunku.
Wtedy jego moment bezwladno$ci wzgledem
osi symetrii jest momentem wzgledem osi Oy. h
7 zadania wynika, ze parabola ma réwnanie

4h 22 b e b }

— TS Tsx T |

Y=t 2 2 |

Pole odcinka paraboli wyrazone catka ozna- -3 3
czona jest réwne

B ah L\ ah 1P 2
pole (D) = / <h o ) dx = [ha: 2 } = 3hb. (4.7)

2

(SIS

Zatem korzystajac ze wzoru (?7?) oraz prostych calek oznaczonych, mamy

I, = = = 22 [y]"
y //x dxdy = 2hb da:/a:dy BT [y}b_grzda:
_h
£ b
J3M ) g, 3ME At M B e
~ 2hb b2 T2 3 5|, 2 30 20 °

l\J

2

(d) Najpierw obliczymy pole obszaru D (rysunek).
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Pole tego obszaru wyrazone caltka oznaczong jest rowne

pole (D) = /sinxdm = [~ cosz]; =2.
0

Przechodzimy do obliczenia momentu bezwladnosci obszaru D wzgledem osi Ox. Ko-
rzystajac ze wzoru (??) oraz podstawowych metod obliczania calek oznaczonych,
many

M Y by sinx o T y3 sinx
II = - 2 = — 2 = — _—
oy ] Vet =g [ [ o 2/[3]0 o
D 0 0 0

M 7 M . catkowanie przez
i ; dstawieni
= — 51113 rdr = — (1 _ C082 33) sinz dz podstawienie
6 6 u = cosz; du = —sinzdzr
0 r=0u=1z=m u=—1

— 1
M M M B0 M 4 oM
= (-u?)(—d 1—u?) du=— |u— 2| =2.2-22
6/ u) (~du) = 6/( u’) du 6[“ 3]_1 6 39
1

> Zadanie 4.14. Obliczyé momenty bezwladnosci podanych obszaréw wzgledem wska-
zanych osi:

(a) jednorodny tréjkat réwnoramienny o podstawie a, wysokosci h i masie M, wzgle-
dem podstawy.

(b) D= {(z,y) €R?: 2% +y*> < R?, y >0}, of O, o(x,y) = /22 + y%

() D={(z,y) eR*: 0<y<1— 332} 0§ symetrii obszaru, o(x,y) = 1?;

(d) D={(z,y) eR*: 0< 2 < 0<y<sinz}, 0§ Oz, o(z,y) = ;

(e) jednorodny wycinek kota o promieniu R, kacie $rodkowym 7/3 i masie M wzgle-
dem osi symetrii;

(f*) jednorodna figura o masie M oraz wymiarach a, r, pokazanych na rysunku, wzgle-
dem jej osi symetrii.

a
6 T
a
Odpowiedzi. (a) I, = MR?/6; (b) I, = nR°/10; (c) I, = 4/35; (d) I. = 27/9; (e)
I, = MR’ i — %_), (f¥) I, = Mr? /3. Wsk. Wykorzystaé fakt, ze moment bezwladnosci

figury jest taki sam, jak moment bezwtadnosci jednorodnego prostokata o bokach a, 2r i
masie M, wzgledem osi symetrii réwnolegtej do boku a.
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Catki potréjne po prostopadtoscianie

» Przyktad 5.1. Obliczy¢ calki potréjne po wskazanych prostopadlo$cianach:

(a) ///xzsinxydwdydz, gdzie P = [é, %] x [0, 7] x [0, 1];
P
vy’ .
(b) /// 7dxdydz, gdzie P = [—1,0] x [0,1] x [1,2].
P

Rozwigzanie. Jezeli funkcja f jest ciagla na prostopadloscianie P = [a, b] X [¢, d] X [p, q],

to
b d q
/F)//f($7yaz) dxdydz :a/ E/ Zf(x,y,z) dZ dy df,C

Powyzsze twierdzenie bedzie prawdziwe takze wtedy, gdy po prawej stronie réwnosci
napiszemy inna calke iterowana (jest szes¢ rodzajow calek iterowanych). Calke

b d

/ / qf(x,y,z)dz dy p dx

a c p

zapisujemy umownie w postaci

/bdx/ddy/qf(x,y,z)dz.
a ¢ P

Podobna umowe przyjmujemy dla pozostalych catek iterowanych. W wielu przypad-
kach wybor odpowiedniej kolejnosci catkowania pozwala znacznie uprosci¢ obliczenia.

187
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Jezeli funkcja f jest iloczynem funkcji ciagtych g, h i k jednej zmiennej odpowiednio
na przedziatach [a, b], [¢,d] 1 [p, q], to

// flx,y, 2) dedydz = /// z) dxdydz
P

d q (51)

/ swyds | - | [nwyay |- | [redz ).

a c p

gdzie P = [a,b] X [¢,d] X [p, q]. Funkcje f(x,y,2) = g(x)h(y)k(z) nazywamy funkcja o
rozdzielonych zmiennych.

» (a) Korzystajac ze wzoru na zamiane calki potréjnej na calki iterowane oraz wzoru
na catkowanie przez podstawienie dla calek oznaczonych mamy

- caltkowanie przez

3 (1 P
podstawienie
///xzsinxydacdydz:/ / /xzsinxydy dz pdx | u=u=my, du==xdy
y=0,u=0
P 1 Lo

0

Yy=m,u="7z

T 1

/z {—cosu]o dz p dzx
L 0

1
291
/z 1 —cosmz)dz d;v:/(l—cosmc) [%] dz
0
0 1
6

1 3
[x - — sinmc] =

™

/zsinudu dz pdx =
0

o \ ~
p= ol= \wl»—t

1
/2
1
6

1
1
6

1
a

N =
[«20

(1 —cosmz)dx =

Il
N | =
csl»—-\w

1
6

» (b) Zauwazmy, ze w tym przykladzie funkcja podcatkowa jest funkcja o rozdzielo-
nych zmiennych

xy’ 3 1

—=x-y - —.

22 v

Zatem korzystajac ze wzoru (??) oraz prostych calek oznaczonych mamy

0 1 2
3
///% dzdydz = /xdx . /y?’dy . /d—z
z z
P -1 0 1

HRER RS E
20, 4], [ 2l, 242 16
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> Zadanie 5.1. Obliczy¢ podane calki potrojne po prostopadloscianach:

(a) ///%, gdzie U = [1,2] x [1,¢] x [1,¢];
U
(b) (x +y + 2) dedydz, gdzie U = [1,2] x [2,3] x [3,4];
il
(c) / / / sin zsin(z + y) sin(z + y + 2) dedydz, gdzie U = [0, 7] x [0, 7] x [0, 7];
U
(d) (z +y)e" T dadydz, gdzie U = [0,1] x [0,1] x [0, 1].
il

Odpowiedzi. (a) 3/2; (b) 15/2; (c) 0; (d) (e* —1) /2.

Catki potréjne po obszarach normalnych

P Przyktad 5.2. Calke potréjna z funkeji f(z,y, z) po obszarze U zamienié¢ na calki
iterowane, jezeli obszar U jest ograniczony powierzchniami o réwnaniach:

(a)z=0,y=0,2=0, z+y+2=3; M) 22 +y? =3, 2=—-1, 2=2.
Rozwazanie. Jezeli funkcja f jest ciagla na

U=A{(z,y,2) : (x,y) € Dy, d(z,y) <2< g(z,y)},

— obszarze normalnym wzgledem plaszczyzny xOy, gdzie funkcje d i g sa ciagte na
obszarze regularnym Dy, to

///f(x,y,z)da:dydz = // g7y)f(a:,y,z)dz dzdy. (5.2)
v Day | d(zy)

Obszar Dy, jest rzutem U na ptaszczyzne xOy. W szczegdlnosci, jezeli Dy, jest ob-
szarem normalnym wzgledem osi Oz, czyli

N

Dy, = {(x,y): a<x<b, d(z) y<§(x)},

to
U={@y.2):a<a<b, do) <y<g), day)<:<glay)}.

Zatem wobec wzoru (?77?) mamy

(z,y

b g@) g
///f(x,y,z) da:dydz:/dx / dy /
U d(z) d(

a z,y)

)
flz,y,2)dz. (5.3)
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Calke po prawej stronie powyzszego wzoru nazywamy caltka iterowana. Prawdziwe sa
takze analogiczne wzory z calkami iterowanymi po obszarach normalnych wzgledem
pozostatych plaszczyzn i osi uktadu.

» (a) Obszar catkowania przedstawiono na rysunku. Obszar ten jest normalny wzgle-
dem kazdej z ptaszczyzn uktadu.

Rozwazmy po kolei kazdy przypadek. Obszar U normalny wzgledem ptaszczyzny xOy.
Rzut obszaru U na plaszczyzne xOy przedstawiono na rysunkach.

z

=3-z
{z:?)—;t—y ya::S—y
z=0 Day
Yy

x 3

Obszar D,, jest normalny wzgledem obu osi. Traktujac go jako normalny wzgledem
osi Oz mamy
Dyy ={(2,9) : 0<2<3,0<y<3—z}.

Wtedy
U={(z92:0<2<3,0<y<3-2,0<2<3—-z—y}.
Zatem korzystajac ze wzoru (?7) otrzymamy

/J/f(x,y,z) dxdydz = jdx Z/mdy 30/90

Podobnie, jezeli potraktujemy obszar D, jako normalny wzgledem osi Oy, to

Yy
fx,y,2)dz.

Dypy={(z,y) : 0<y<3,0<2 <3y},
oraz
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Wtedy
3

///f(x,y,z) drdydz = /dy 7ydx 3‘/00yf(x,y72) dz.
U 2 5 J

Teraz rozwazmy przypadek, gdy obszar U potraktujemy jako normalny wzgledem
plaszczyzny xOz. Rzut obszaru U na plaszczyzne Oz przedstawiono na rysunkach.

z=3—x
r=3—-2z2
D:vz

Obszar D, jest normalny wzgledem obu osi. Traktujac go jako normalny wzgledem
osi Oz mamy
Dy ={(0,2): 0<2<3,0<2<3—a}.

oraz
U={(2,9,2):0<2<3,0<2<3-2,0<y<3—z—z}.

Wtedy
3—x

3 3—x
[U//f(x,y,z)dxdydz:b/dxo/dz b/

Podobnie, jezeli potraktujemy obszar D,. jako normalny wzgledem osi Oz, to

fz,y,2)dy.

Dy, ={(x,2): 0<2<3,0<x<3— 2z},
oraz
U= {(,5,2)0<2<3,0<0<3-20<y<3—a-2}.

Wtedy
3

/!/f(x,y,z) drdydz = b/dz Z/zdx 3b/wzf(oc,y,z) dz.

W ostatnim przypadeku gdy obszar U traktujemy jako normalny wzgledem plaszczy-
zny yOz po analogicznych rozwazaniach jak powyzej otrzymamy

3—y

3 3—y
/l]//f(x,y,z)dxdydz:b/dyb/dz 0/

f(z,y,2)dx.



192 Catki potrdjne

/{/ f(z,y,z) dedydz = b/de Z/zdy 3‘O/yzf(x,y,z) dx

(b) Obszar catkowania przedstawiono na rysunku. Obszar ten jest normalny wzgledem
kazdej z ptaszczyzn uktadu.

Rozwazmy po kolei kazdy przypadek. Obszar U normalny wzgledem plaszczyzny xOy.
Rzut obszaru U na plaszczyzne Oy przedstawiono na rysunkach.

z

z=—4/3—-y V3 =4/3 — a2
D .
- AL
z2 2=3
‘% i

y=—y/3—22 z=4/3—y?

-V3

Obszar D, jest normalny wzgledem obu osi. Traktujac go jako normalny wzgledem
osi Oz mamy

Day = {(z,y): —V3<a<V3, —V3—a? <y<3—a2}.
Wtedy

U:{(x,y,z):—\/_ r<V3, —V/3-22<y<+3-12 -1<z

Zatem korzystajac ze wzoru (?7?) otrzymamy

N
)
—

V3—x?

// f(z,y, 2) dedydz = /3 / dy
U

—V3 —+/3—x2

flz,y,2)dz.

’l"\w

w
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Podobnie, jezeli potraktujemy obszar Dy, jako normalny wzgledem osi Oy, to

DﬁU:{(xay) _\/§<y<\/§, \/3—y2<x<,/3_y2}7

oraz

U={@y2):—V3<y<v3 —V3-yf<a<VB—y% —1<a<2}.

Wtedy
2
//fxy, da:dydz-/dy dx/fa:y,
S

[T

Teraz potraktujemy obszar U jako normalny wzgledem plaszczyzny yOz. Rzut ob-
szaru U na plaszczyzne yOz przedstawiono na rysunkach.

3y2

z z

Dy-

. ‘ V3 V3

Obszar D, jest normalny wzgledem obu osi. Traktujac go jako normalny wzgledem
osi Oy mamy

<

<

oraz

U= {): By VB 1< <2 VBT P <e VB ).

Wtedy

// flz,y, z) dedydz = j/ﬁ /2 ?ﬁf (7,9, 2) dx.
U I T v

Podobnie, jezeli potraktujemy obszar D, jako normalny wzgledem osi Oz, to
Dy. ={(z,2): —1<2<2, —V/3<2<V3},

oraz

U= {(m,y,z):—1<z<2, —V3<y< V3, —\/3—y2<x<\/3—y2}.
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Wtedy
2 V3 —V/3-y?
// f(x,y,z)d;vdydz:/dz / dy / flz,y, z) d.
U RV R e}

W ostatnim przypadeku gdy obszar U traktujemy jako normalny wzgledem plaszczy-
zny xOz po analogicznych rozwazaniach jak powyzej otrzymamy

2 V3 3—a2
// f(z,y, 2) dedydz = / / dx / f(z,y,2)dy,
U 1 s "
V3 2 32
// f(z,y, 2) dedydz = / dx/dz / f(z,y,2)dy,
U V3 -1  _3=a?

[> Zadanie 5.2. Calke potrojna z funkcji f(z,y, z) po obszarze U zamienié¢ na catki
iterowane, jezeli obszar U jest ograniczony powierzchniami o réwnaniach:

(a) z =2v/x? + 42,

)22 +9y2 +22=25,2=4, (2 >4);
(c) z=a 4+ 9% 2z=+/20— a2 —y2.

Odpowiedzi. (a) U — traktowany jako normalny wzgledem plaszczyzny zO0y:

9— 132
//fxy, dxdydz—/dx / dy /fxy, dz—/dy / dx /fxy, dz;
V922 2¢/224y2 —V9—y2 2¢/22+4y2
— traktowany jako normalny wzgledem ptaszczyzny yOz:
V/25—y2 4/25—y2—22 5 \/25 22 \/25 y2—22
// flz,y,z dxdydz—/dy / dz / flz,y,z dx—/dz / dy / f(z,y, 2) dz;
25 Y —z2 —\/25 z2 —\/25 y2—22
(c) U — traktowany jako normalny wzgledem plaszczyzny xOy:
2 \/4 x2 V 20— 12_'!’/ 2 20— 12—y
//fxy, d:rdydz—/dx / dy / f(z,y, 2 dz—/dy / dx / f(z,y,2)
i et 22+y?2

P Przyktad 5.3. Narysowaé obszary catkowania i nastepnie zmienié kolejno$é cal-
kowania wedlug podanego wzoru:

VRZ =22

/da: / dy /R flz,y,2)dz, /dy/dz/f(a:,y,z) dx

—R —VR2—z2 /z2+y2
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o) [ dy

7 e /4 2.y, 2) dz, /dz/dx/f(x,y,z)dy.
0 224y

Rozwigzanie. Z postaci calki iterowanej

b g(x)  g(z,y)
/dx/dy / f(z,y,2)dz,
a d(z) d(z,y)

wynika, ze obszar calkowania U jest opisany nieréwno$ciami:
U: a<z<b dz)<y<g), d=vy) <z<gly).

To oznacza, ze jest obszarem normalnym wzgledem plaszczyzny xOy, przy czym jego
rzut na te plaszczyzne jest z kolei obszarem normalnym wzgledem osi Oz. Analo-
giczny opis obszaru catkowania mozna podaé dla pozostalych pieciu rodzajéw catek
iterowanych.

» (a) Z postaci calki iterowanej wynika, ze obszar calkowania U okreslony jest nie-
réwnosciami:

—-R<z< R, - R2—x2<y<\/R2—x2, Va2 +42 <z <R,

czyli jest obszarem normalnym wzgledem ptaszczyzny Oy, a jego rzut na ta plasz-
czyzng jest obszarem normalnym wzgledem osi Ox. Obszar U oraz jego rzut Dy, na
plaszczyzne xQy, przedstawiono na rysunkach.

Aby rozwazanag caltke zamienié¢ na calke iterowana o wskazanej kolejnosci calkowania,
nalezy obszar U przedstawi¢ jako normalny wzgledem plaszczyzny yOz, a jego rzut
na tg plaszczyzne opisac¢ jako obszar normalny wzgledem osi Oy. Obszar U i jego rzut
na plaszczyzne yOz, przedstawiono na rysunkach. Powierzchnie ograniczajace obszar
U odpowiednio z dotu i z géry (wzgledem osi Ox) maja réwnania

T=—22—y2 x=+/2%2—19y2
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a krzywe ograniczajace jego rzut na plaszczyzne yOz — réwnania
z=ly|, z=R.

Stad

U:{({E,y,Z)I—R<y<R, |y|<Z<F£7_\/22_y2<x< \/22_3/2}.

Zatem szukana calka iterowana ma postaé

P

/dy/dz / flx,y, 2)de.

SRyl e

(b) Z postaci calki iterowanej wynika, ze obszar calkowania U jest okreSlony nieréw-
nosciami:
—2<y<2, 0<z<V4—-y2 2°4+y°<z2<4

To oznacza, ze jest obszarem normalnym wzgledem plaszczyzny zOy, a jego rzut na
ta plaszczyzne jest obszarem normalnym wzgledem osi Oy. Obszar U oraz jego rzut
Dy na ptaszczyzne xOy, przedstawiono na rysunkach.
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Aby rozwazana caltke zamienié¢ na calke iterowana o wskazanej kolejnosci caltkowania,
nalezy obszar U przedstawi¢ jako normalny wzgledem plaszczyzny 2Oz, a jego rzut
na ta plaszczyzne opisaé jako obszar normalny wzgledem osi Oz. Obszaru U i jego
rzut na plaszczyzne xOz, przedstawiono na rysunkach.

z

Dzz

T 4
Y
Powierzchnie ograniczajace obszar U odpowiednio z dotu i z géry (w kierunku osi Oy)

ma.Q réwnania
— A/ 2 — A/ 2
y = z X 5 y = z x 5

a krzywe ograniczajace jego rzut na plaszczyzne 2Oz — réwnania

=2 x=0, z=4.

Stad
U= {(x,y,z):0<z<4,0<x<\/_,—\/z—x2<y<\/z—x2}.

Zatem szukana calka iterowana ma postaé

4 vz Vz—z2
/dz/d;v / f(z,y,2)dy.
0 0

—Vz—z2

> Zadanie 5.3. Narysowaé obszary catkowania i nastepnie zmienié¢ kolejnosé¢ calko-
wania wedtug podanego WZOru:

1 2—2x 3m—§y

/d/dy / flz,y, 2z dz/d;v/dz/fxy, ) dy;

VAa—z2—y2

0
2 0
/2dx / dy / f(z,y,2)dz, /dy/dz/f(x,y,z) da:



198 Catki potrdjne

1 Vi—z? 1

@ [a [ ay [ t@pie [ [ do [ e
0 0 z24y?

Odpowiedzi.

T 27217%z

(a) /1dx 3/3 dz / f(z,y,2) dy;
0 0 0

0o Vir Va2
(b)/dy/dz

/ flz,y,2z)dz; (c) fdy / dx / f(z,y, z)dz;
1 Vi Vz—a? v
(d) /dz/dx / f(z,y,2)dy.
0 0 0

V4a—y2 —y/A—y2—22 —
P Przyktad 5.4. Obliczyé calki potréjne z funkcji f po obszarach U:
a) f(z,y,2) =wyz, U:y> 2°, 2>y 0<z< ay;
f U 2 2 0
) f(z,y,2)=vz, U:0<2<4,0<y<m0<z<siny.

Rozwazanie.

W rozwiazaniu wykorzystamy wzér (77, str. 77).

» (a) Obszar U jest ograniczony z dotu powierzchnig o réwnaniu z = 0, a z gory
powierzchnig o réwnaniu z = xy. Rzut D, obszaru U na plaszczyzne Oy jest
opisany nieréwnoéciami y > 22, > y? (rysunek).

Y y=x2

14— 2
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Rzut ten traktowany jako normalny wzgledem osi Ox ma postaé

Dy 0<2<1, 2> <y< Vo

Zatem
U={(z,9,2): 0<2< 1,22 <y<vz,0< 2 < ay}.
Nastepnie korzystajac ze wzoru (?7), a dalej prostych calek oznaczonych, otrzymamy
; vE oy vE 5277
///xyzda:dydz z/d y/xyzdz—/da:/a: [7} dy =
U 0 an an 0

1 1
3 3 y* v 1 5 11
= der | z°y dy—— b da:=§ (x - )da:
2 )

_1w_6_x_” _ 1
T 816 12 |, 96

(b) Obszar U jest ograniczony z dolu plaszczyzna z = 0, a z géry powierzchnia

o réwnaniu z = siny. Rzut D,, obszaru U na plaszczyzne xOy jest prostokatem
[0,4] x [0, 7] (rysunek).

Prostokat ten traktowany jako obszar normalny wzgledem osi Ox ma postaé
D;y:0<2<4,0<y<m.

Zatem
U={(z,9,2): 0<2<1,0<y<m0<2z<siny}.
Nastepnie korzystajac ze wzoru (77), a dalej prostych catek oznaczonych otrzymamy
4

// Ve drdydz = /d;v]dy 7y\/5dz:/4dx/ﬂ\/§[zromy dy
U 0 0

0

4 x 4 4
= /dx/ﬁsinydy:/ z [ cosy dac-/2\/5dx
o 0 0 0
2 32
— 2 — = —.
R
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> Zadanie 5.4. Obliczy¢ calki potréjne z funkcji f po wskazanych obszarach:
(@) f(z,y,2)=e"TYTZ U:0<0, —2<y<1,0<2< —u

1
b , —— U:z20,y>20,0<z2< 1—x—y;
(b) flx,y,2) = Goroyrar )t x Yy z r—y

(C)f(a:,y,z)za:2+y2, U332+92<471—$<Z<2—33a
(d) f(z,y,2) =2%y*, U:0<z<y<z<l1,

Odpowiedzi. (a) 3 —e; (b) 1/144; (c) 8m; (d) 1/126.

Zamiana zmiennych w catkach potréjnych*

» Przyktad 5.5. Stosujacc odpowiednia zamiane zmiennych obliczy¢ catki potréjne:

/ / / z+y) ) dxdydz, gdzie U jest obszarem ograniczonym plaszczyznami:
2z + 3y z)?

x+y—2 r4+y=3,x—y=0,z—y=2,224+3y—2=1,2x4+3y — 2 =15;
/ / / 2?y®z dxdydz, gdzie U jest obszarem ograniczonym przez powierzchnie o

2
réwnaniach: y—— y:—,y:2x,y:3x,z:x2+y2,z:x2+y2+1(x>0).
T

8

Rozwazanie. W rozwiazaniach wykorzystamy wzér na zamiang zmiennych w calce
potréjnej:

///f(x,y, 2) dadyd: :///f(cp(u,v,w),w(u,v,w),x(u, v,0)) [, 0,w)| dudvd,
U Q

W tym wzorze przeksztalcenie 7 : Q— U, okreslone wzorem

x = p(u,v,w),
y = Q/J(u7 v’ w)7
z = X(ua v, ’U}),

przeprowadza réznowartoéciowo wnetrze obszaru  C R? na wnetrze obszaru U C
R3, przy czym funkcje ¢, 1, ¥ maja ciagte pochodne czastkowe pierwszego rzedu na
obszarze 2, a jakobian przeksztalcenia 7, tj. funkcja

eu(u,v,w) @y, (u,0,0) @y, (u, v, w)

X (u, v,w) X, (u,v,w) X, (0,0, w)
nie zeruje sie wewnatrz obszaru 2. Ponadto zakladamy, ze funkcja f jest ciagla na
obszarze U.
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» (a) Poniewaz plaszczyzny ograniczajace obszar U maja postaé:
r+y=2,z2+y=3, z—y=0,x2—y=2, 2x+3y—2=1, 20+ 3y — 2 =5,
wiec wygodnie jest dokonaé nastepujacej zamiany zmiennych:

u =x+1Y,
V=Y,
w = 2z + 3y — z.

Wtedy obszar €2 jest opisany nieréwnosciami:
Q: 0<u<3, 0<v<2, 1<w<h

Z podanego powyzej ukladu rownan wyznaczamy zmienne z,y, z. Mamy

RN
TERuTy
1oL
TI = —
y=3u—3"
51
Z—2U 2'U w.

Przeksztalcenie 7 przeprowadza réznowartoSciowo wnetrze obszaru {2 na wnetrze
obszaru U. Jakobian przeksztalcenia 7 ma postaé

u v’ u vl u v’
o 5+3), 343, 5+3),
Ly Ly Loy u v’ u v’ u v’
J1(u,0,w) = det | yi, Y, Y, [i_i}u [§_§L [i_i]w
_Z; Zy 2 Su v " [y w "5u v !
] {7_5_ } [7_5_4” {7_5_10]1”
1/2 1/2 0
=det | 1/2 —-1/2 0 :%
_5/2 -1/2 -1

i nie zeruje sie wewnatrz obszaru 2. Wstawiajac otrzymane wielkosci do wzoru na
zamiane zmiennych w calce potréjnej dostaniemy

/// z+y)( dxdydz—/// uv? dudvdw = = ///—dudvdw
2x+3y—

Poniewaz obszar 2 jest prostopadlodcianem [2, 3] x [0, 2] X [1, 5], a funkcja podcalkowa
jest funkcja o rozdzielonych zmiennych, wiec korzystajac ze wzoru (??, str. ?7) oraz
prostych catek oznaczonych, otrzymamy

3
/// % dudvdw
w
Q

3 2

5
/udu . /v3dv . /d—tg
w
1

2 0

) A R I A B
20, (4], | wl, 2 5
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x4+ y)( ) 1
dxdydz = — = 4.
/// 2x—|—3y— z)? rayaz 2 '8

(b) Powierzchnie ograniczajace obszar U zapisujemy w postaci:

Ostatecznie

zy =1, xy =2, %:2, %:3, z—xz—yzzo, z—xz—y2:l.

Stad wida¢, ze wygodnie jest dokonaé¢ nastepujacej zamiany zmiennych:

u = xy,
_ Yy
v = —,
T

w=z—z>—y>

Wtedy obszar ) jest opisany przez nieréwnosci:
Q: 1<u<?2, 2<v<3, 0<w<1.

7 podanego powyzej uktadu réwnan wyznaczamy zmienne x,y, 2z, pamietajac przy
tym, ze x > 0, y > 0. Mamy

<
|

z = — 4+ uv+ w.
v

Przeksztalcenie 7 przeprowadza réznowartosciowo wnetrze obszaru {2 na wnetrze
obszaru U. Jakobian przeksztalcenia 7 ma postaé

! I !
u U U
[, o), o, | } | ] {ﬂw
Jr(u,v,w) = det | yp v, Yo | = [Vaw]’ [Vaw]’ [Vaw]’
Zu P Fw “ o Yo
{u—i—uv—i—w} [ —l—uv—i—w] {g—i—uv—i—w}
u v v w
(1 /1 1 [u
A — -z 0
2Vu 2V 03
—det| Lo L fu oL
2V u 2V 2v
1 U
—+tv ——5+ul
i nie zeruje si¢ wewnatrz obszaru Q. Ponadto |Jr(u,v,w)| = 1/2v, bo 2 < v <

3. Wstawiajac teraz otrzymane wielkosci do wzoru na zamiane zmiennych w calce
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potréjnej dostaniemy

/U// w2y8z dedydz = /Q// (\/g)Q (V)" (% +uv + w) % dudvduw

1
=5 /// (u5v2 +u® + u4vw) dudvdw.
Q

Poniewaz obszar 2 jest prostopadloscianem [1,2] x [2,3] x [0, 1], wiec korzystajac ze
wzoru na zamiane calki potréjnej po prostopadloscianie na calki iterowane, a dalej z
prostych calek oznaczonych, otrzymamy

///(u502+u5+u4vw) dudvdw =
Q

1
dv/ (u51)2 +ud+ u4vw) dw
0

/
duj{(u5v2+u5) [w]y +utv [%QI} dv
/(

Ostatecznie 1 339 339
2,6 = .7
///xyzdxdydz—2 1 g

U

> Zadanie 5.5. Stosujac odpowiednig zamiane zmiennych obliczyé calki potrdjne:

(a) ///x(x +y)%(z + y + 2)® dedydz, gdzie U jest obszarem ograniczonym przez
U

plaszczyzny: =0,z =1, 2 +y=1, z+y=2,c4+y+z2=2,c+y+2=23;
2
(b) / / / (ﬂ) dxdydz, gdzie U jest obszarem ograniczonym przez powierzchnie: y =
x
U

r,y=2zx,zy=12y=4,z=y+2, z=y+ 3, gdzie z > 0;
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(c*) /// (x2 + y2) dzdydz, gdzie U jest torusem, tj. bryta powstaly z obrotu woké6t
U

osi Oz kota (z — R)? + 22 <r? y =0, gdzie 0 < r < R.

Odpowiedzi. (a) 455/2; (b) 9/4; (c*) 7°Rr® (4R® + 3r%) /2.

Wspotrzedne walcowe w catkach potréjnych

» Przyktad 5.6. Wprowadzajac wspélrzedne walcowe obliczyé calki:
(a) /// (x4+y4) dedydz, gdzie U : 1< 2?2 +1y? <4,2<2<5;

U

(b) /// (2? +y?) dadydz, gdzie U : /22 + 2 <z < 1,
U

(c) ///xdedydz, gdzie U: 0< 2 <9 — 2?2 — 92
U

Rozwazanie. Jezeli funkcja f jest ciggla na obszarze U, ktéry jest obrazem zbioru €
opisanym we wspoétrzednych walcowych nieréwnosciami:

Q: a<e<B, dp) <o<gly), dp o) <h<gle o)

gdzie funkcje d, g oraz d, g sa ciagle, to

/U//f(m,y,z)dxdydz = /Q//f(gcosq),gsimp,h)gd(pd@dh (5.4)

B ge)  g(ee)
:/dw / do / flocosp, osing, h)odh. (5.5)
a d(p)  dlp.0)

» (a) Obszar calkowania jest walcem wydrazonym o
promieniu wewnetrznym 1 i zewnetrznym 2, potozo-
nym miedzy plaszczyznami z = 21 z = 5 (rysunek).
Podstawiajac x = pcosp, y = psinp, z = h do nie-
réwnosci 1 < 22 + 92 < 4, 2 < z < 5 opisujacych
obszar U, otrzymamy

1<0®<4, 2<h<5.

Poniewaz o > 0, wiec we wspdlrzednych walcowych
obszar U jest opisany nieréwnosciami

Q: 0<e<2m, 1<p<2, 2<h K5
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7 rysunku réwniez mozna wywnioskowaé ten opis. Teraz w calce dokonamy zamiany

zmiennych na wspélrzedne walcowe. Na mocy wzoru (??), a nastepnie (?7, str. 77),
mamy

/// (2* +y) dadydz = /// ((Qcos ©)" + (osin s0)4) - odododh
u Q

= /// (cos® ¢ + sin® ) - 0° dpdodh
)
2m

2 5

/(COS4<p+SiD4<p)d(p - /Q5dg : /dh
1 2

0

Do obliczenia pierwszej catki wykorzystamy zaleznosci:

1
cos? ¢ + sin* p = (cos2 © + sin? g0)2 —2sin®pcos’p =1 — 5 (2sin p cos @)2

1 101 3 1
1—§sin22<p:1—§ [5 (l—cos4<p)] :Z+Zcos4<p.

Zatem
27 27

2
1 1
ity o= (5ot o= [+ o]~
0 0
Dwie kolejne catki sa réwne odpowiednio

7 612 63
/95@:[9—] =, /dh:3.
6], 6

2

1

3 63 189
4 4 = — - —_ e
[//(x —|—y)d;vdydz-27r 5 3 Tk
U

» (b) Obszar catkowania U jest stozkiem o wysokosci 1 i promieniu podstawy 1
(rysunek).

Zatem

z

<
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Podstawiajac * = pcosy, y = psiny, z = h do nieréwnosci opisujacych obszar U

mamy
VvVeP<h<Ll

Poniewaz ¢ > 0, wiec obszar U opisany jest nieréwnosciami
Q: 0<e<2m 0<p<], po<h<L

7 rysunku réwniez mozna wywnioskowaé ten opis. Teraz w obliczanej catce dokonamy
zamiany zmiennych na wspéirzedne walcowe. Na mocy kolejno wzoru (??) i (??) oraz
prostych calek oznaczonych, mamy

/U//(m2 +y°) drdydz = /Q// ((QCOS ©)® + (osin @2) - odpdodh

1

27 1
:///ditpdgdhz/dgp/dgffdh
0 o
1 27 1
/dg/f t/@/kf—f)@
0 0 0 0
27

27
1 T
/[—“} o= 5 | 4o =15
0 0

(¢) Obszar calkowania U jest odcinkiem paraboloidy (rysunek).

2

3

Zapiszemy teraz obszar U we wspolrzednych walcowych. Podstawiajac £ = pcos ¢,
y = osiny, z = h do nieréwnosci opisujacych U mamy

0<h<9—(pcosp)? — (psing)?.

Stad
0<h<9-—0°%

Zatem we wspolrzednych walcowych obszar U opisany jest ukladem nieréwnosci

Q: 0<e<2m 0<0<3, 0<h<9— 0%
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Teraz w obliczanej catce dokonamy zamiany zmiennych na wspétrzedne walcowe. Na
mocy kolejno wzoru (??) i ??) oraz prostych calek oznaczonych, mamy

///m drdydz = /// QCOb(p - odpdodh = ///Q cos? ¢ dpdodh

3 979

2
/ / / cos cpdh:/d(p/g cos @[h}g_gz do
0 0 o 0

2

0
2T

/ 90* o7
= /dgp/g?’ (9—92)c032<pdg:/cosz<p [T_F] dy
0 0 0 0
2T o

1 243 1
= /5(1+c032<p)d =3 |:(P+§bln2<p:| = —
5 0

> Zadanie 5.6. Wprowadzajac wspdlrzedne walcowe obliczyé calki:

a) ///(x2+y2+22)2 dxdydz, gdzieU:x2—|—y2<4,0<z<l;
U
TYZz dT 2, zie U : y/x* + <z < -zt -y
(b)/// yzdxdydz, gdzie U : \/x2 + y? v/ 1 2 2
U
[ z° + xdydz, zieU:x”+y”+2° < R*, z° +y~ +2° < 2Rz;
()///(2 y?) dedydz, gdzie U:a? +y? + 22 < R?, 22 +y? + 22 < 2R

d) ///(a:+y+z)dxdydz, gdzie U : 22 +942<1,0<2<2 -2 —y.

27 2 1
Odpowiedzi. (a) /d¢/dQ/(gz+h2)2th: %m

PR Ep
/d&p/dg/ ho® sin ¢ cos ¢ dh = 0; ()/d&p / do / g3dh:%ﬁR5;
0 r—yR2 2

(cos p+sin )

/dW/dQ / [Q(cosg0+sin<p)+h]gdh:%r.

0

Wspoétrzedne sferyczne w catkach potréjnych
» Przyktad 5.7. Wprowadzajac wspdlrzedne sferyczne obliczyé calki:

a) /// (x2+y2+z2) dzxdydz, gdzie U : —y/4 — 22 —y2 < 2 < 0;
U
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(b) ///z2\/x2+y2 + 22dadydz, gdzie U : 0< 2 < /4 —a22—y2, 2> 0,y > z;
U

(c) ///(x2+y2) dedydz, gdzie U : 3 < 22 +y? 4+ 22 <5, 2 <0;

z

U
(d) /// dxdydz; gdzie U : 1< 2 < /4 — (22 4 y?2).
U

Rozwazanie. Jezeli funkcja f jest ciggla na obszarze U, ktéry jest obrazem zbioru €
opisanego we wspdirzednych sferycznych nieréwnosciami:

Q: a<e<B, de) <Y<i(p), die,v) <o<glev),

gdzie funkcje d, g oraz d, g sa ciagle, to
///f(a:,y,z)dxdydz:///f (0 cos pcost, psin pcosty, psinp) o® cosp do (5.6)
U Q

B (e) glen)
:/dw/ dw/f(gcosgocosd),@Sin(pcosw.,gsinw) 0* costhdo. (5.7)
@ d(p) dlesd)

Ponadto w rozwiazaniach wykorzystamy wzor (77, str. 7?).

» (a) Obszar calkowania U jest dolna pétkula o promieniu R = 2 (rysunek).

Podstawiajac x = pcospcosy, y = gsinpcosvy, z = psiny do nieréwnosci opisuja-
cych obszar U mamy
—v/4 — 0% cos? Y < psiny < 0.

Stad we wspolrzednych sferycznych obszar U opisany jest nieréwnosciami:

Opis ten mozna uzyska¢ odwolujac si¢ do interpretacji geometrycznej wspotrzednych
sferycznych. Teraz w obliczanej calce dokonamy zamiany zmiennych na wspolrzedne
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sferyczne. Na mocy wzoru (?7?), nastepnie (??) oraz prostych calek oznaczonych,
otrzymamy

/// (x2 + 3+ 22) dxdydz =
U

= /// (92 cos? pcos® ¢ + ¢® sin? g cos® ¢ + o sin® w) 0% cos 1 dpdipdo
Q

27 0 2
:///Q4cos¢dcpd1/)dgz /dnp , /coswdd) : /g4dg
Q 0 7% 0
2k 2 64
:27T-[sin¢]0£-[g—] :277.1.3_:6_7T.
-1'15], :

(b) Obszar calkowania (jest to 1/16 kuli o
promieniu R) przedstawiono na rysunku. Pod-
stawiajac © = pcospcosy, y = psin cosy,
z = psiny do nieréwnoéci opisujacych obszar
U, mamy

0 < gsiney < /4 — 02 cos? 1,

pocospcosy >0,

osinpcosy > pcoscosy.

Stad, uwzgledniajac ograniczenia dotyczace
zakresu zmiennosci wspOlrzednych sferycz-

nych, obszar U opisany jest przez nieréwnosci z
T T ™
Q: Z<¢<§,O<¢<§70<9<2-

Opis ten mozna réwniez uzyskaé¢ odwolujac sie do interpretacji geometrycznej wspol-
rzednych sferycznych. Teraz w obliczanej calce dokonamy zamiany zmiennych na
wspOlrzedne sferyczne. Na mocy wzoru (?7), a nastepnie (??) oraz podstawowych
metod catkowania calek oznaczonych, otrzymamy

///ZQ\/x2 + 92 + 22 dzdydz =
U

= ///(gsinw)2\/(gcos<pcos )2+ (osin p cos )2+ (osin )2 - o° cos v dpdipdp
Q

™ ™

jus 9 z

2///9581n21/)cos1/)d<pdwdgz /d(p : /g5dg : /sin21/)cos1/)d1/) =
Q z 0 0

4
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612 ) catkowanie przez podstawienie
_rT [ . 22 u = sin®, du = cos Y dy
=1 [6]0 /sm 1 cos Y dp [ b= 0 u=0
0 Yp=n/2,u=1
1
—E%/tﬁdu—ir u—31—§7r l—§ﬂ'
4 6 -3 31, 3 3 97
0

» (c) Obszar catkowania U jest dolna p6tkula wydra-
zona o promieniu wewnetrznym r = /3 i zewnetrz-
nym R = /5 (rysunek). Zatem obszar U we wspol-
rzednych sferycznych jest opisany przez nieréwnosci:

Q: 0<p<om —ggwgo, V3 <0< V5.

Teraz w obliczanej calce mozemy dokonaé¢ zamiany
zmiennych na wspélrzedne sferyczne. Na mocy
wzoru (??), a nastepnie (??) oraz prostych calek
oznaczonych, otrzymamy

/// V2 +y?drdydz =
U

— [[] Vigwos peos b7+ asinpeos i) - o cos b dpdude
Q

27 V5 0
= /// 0? cos® ) dpdipdo = /dgp . /93 do | - /coszwdw
@ 0 V3 "3
4qv5 Y 0
B 0 1 B 25 9\ 1 I
=27 {4}\/5 2(1+C0$2¢) d¢—2ﬂ'<4 4) 5 [1/)+251n2¢]£
:871'-%:27r2.

» (d) Obszar catkowania U jest czasza kulista ograniczong przez plaszczyzng z = 1
oraz gérna polsfere z = /4 — (22 + y2) (rysunek).
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Podstawiajac wspolrzedne sferyczne do nieréwnosci okreslajacych obszar U otrzy-

mamy
1 < psinty < /4 — 0% cos? 1.
1
7 nieréwnosci 1 < psiny wynika, ze o > —w 7 kolei z nieréwnoéci psiny <
sin

\/4 — 0% cos? 1) mamy p < 2. Z ostatniej nieréwnosci 1 < y/4 — 02 cos? 1) wobec faktu,

ze 0 > ,—¢, mamy ¥ > 7/6. Zatem obszar U we wspélrzednych sferycznych opisany
sin

jest ukladem nieréwnosci

1
27 sing

Q- 0<¢<%,g<¢

N

<po<2
Teraz w obliczanej calce dokonamy zamiany zmiennych na wspotrzedne sferyczne. Na

mocy kolejno wzoréw (?7), (??) oraz podstawowych metod obliczania calek oznaczo-
nych, otrzymamy

/// dxdydz ///Q costS/JHcfg;dwdQ
- for o [ smten= o[22 4],

7,[)

sin 117

1 cos 1 calkowanie przez podstawienie
= /d(p/(?—.i?) - dy u = sin; du = cos ¢ dyp
2sin”1p /) siny V=76, u=1/2 p=1/2, u=1
9 2 -
/d@/( ) [ /( 5)

1 1 1
21 — =(=—-2In=—-1
/{ n|u|—|—4u2}ldgp <4 n2 )/d(p
0 5 2 5 0

> Zadanie 5.7. Wprowadzajac wspoétrzedne sferyczne obliczyé calki:
dxdyd
a) ///$, gdzie U : 4 < 22 + 92 + 22 < 9;
Va2 +y? 422
U
b) /// (x2 +y2) dxdydz, gdzie U : /2?2 +y?2 < 2 < /1 — 22 — y?;
U

c) /// 2? drvdydz, gdzie U : 2% +y? + (2 — R)? < R? (R > 0);
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d 22 dedydz, gdzie U : z? + y? + 22 < 4.
( ydz, g y
U

27 % 3
Odpowiedzi. (a) /dgp / dw/gcoswdg: 10m;
0 2

27 % 1
4 3 2w (2 52
(b)/dw/d¢/acoswd9—5(3 Tk

0 % 0

ME]

o 3 2Rsinw
(c) /dgp/dw / o*sin? ¢ cos ¢ do = §WR5;
0 0 0
3 3 4dcospcost
(d) /dgo/dw / g4cos2gacos3wdg:@.
33

Zastosowania catek potréjnych

» Przyktad 5.8. Narysowad i obliczy¢ objetosci obszaréw U ograniczonych powierzch-
niami:

(@) z=2-2"—y% 2=0; (b)z=va2+y% 2=/3@%+y?), 2=41—22—y%
1
(C)z=w2+92,z=3+1($2+y2); (d) z=vVa2+y2,2=12=V2

Rozwigzanie. Objetoéé obszaru U C R? wyraza sie wzorem:

obj@toéé(U):// dzdydz.
U

W rozwiazaniach wykorzystamy takze wzory (72, 27, str. 7?) i (??, 7?7, str. ?7) na
zamiane zmiennych w calkach potréjnych odpowiednio na wspélrzedne walcowe i sfe-
ryczne. Ponadto wykorzystamy wzory (77, str. 7?) i (27, str. ??7) dla calek z funkeji
o rozdzielonych zmiennych.

» (a) Obszar U rozwazany w zadaniu jest ograni-
czony paraboloidg obrotowg z = 2 — (2* + y°) oraz
plaszczyzng Oy (rysunek). Obszar ten jest okre-
$lony przez nieréwnosci:

7N

////}llllll\\{\\\ \

0<2<2—2%—92%

We wspétrzednych walcowych nieréwnosci te pryj- =«
mujg postac
0<h<2-0%
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Stad 2 — 0% > 0, czyli o < /2. Zatem obszar U we wspéirzednych walcowych opisany
jest nier6wnosciami

Q: 0<p<2m 0<o< V2, 0<h<2- 0%

Teraz w obliczanej calce dokonamy zamiany zmiennych na wspélrzedne walcowe. Na
mocy kolejno wzordéw (??), (??) oraz prostych calek oznaczonych, otrzymamy

objetosé (U) = /// dxdydz:///gdgodgdh
U Q

27 V2 29 27 V2
:/d@/dg / gdh:/dw/g[h]ﬁ’gg do
0 0 0 0 0
27 V2 27 4a V3 27
==/d¢/9@—ﬂ%d9=/[f—%i dp = [ dp = 2n.
0 0 0 0 0

» (b) Bryla U rozwazana w zadaniu jest ogra- z
niczona dwoma powierzchniami stozkowymi
oraz fragmentem sfery. Tworzaca stozka z =
v/22 + y2 nachylona jest do plaszczyzny Oy
pod katem 7/4, a stozka z = /3 (2% + y?)
— pod katem /6. Pdlsfera, ktérej fragment
ogranicza bryle U ma promien 2 (rysunek).
Zatem bryla U we wspolrzednych sferycznych
opisana jest nieréwnosciami:

T 0<o<2

s
Q: 0<p<2m Z<y<
OSes2m Jsvsgy

Teraz w obliczanej calce dokonamy zamiany zmiennych na wspolrzedne sferyczne. Na
mocy wzoréw (?7), (??), a nastepnie (??) oraz prostych calek oznaczonych, otrzy-

mamy
objetosé (U) = /// drdydz = /// 02 cos v dpdipdp
U Q
27 5 2
/dgo/d@[}/fcoswdg
0 x 0

™

27 3 27
/d<p . /coswdw . /92d<p
0 0

o= (VB-3).

=27 - [Sin’t/J]

N
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» (c) Bryla U opisana w zadaniu jest ograni-
czona powierzchniami dwoch paraboloid (rysu-
nek), czyli opisana jest nieréwnosciami

x2+y2<z<3+i(:€2+y2).

We wspbdlrzednych walcowych nieréwnosci te
maja postac

1
F<h<3+ 0t

1
Stad 0® < 3+ ZQQ. To oznacza, ze p < 2. Zatem bryla U we wspolrzednych walcowych
jest opisana nieréwnosciami:
1

2
19

Q: 0<p<2m 0<0<2, 0®<h<3+-p
Teraz w obliczanej catce dokonamy zamiany zmiennych na wspétrzedne walcowe. Na

mocy kolejno wzordw (?7?), (??) i (??) oraz prostych calek oznaczonych, otrzymamy

or 2 3430
objetosé (U) = /// dxdydz:///gdgodgdh:/d@/dg / odh
U Q 0 0 02
I 2w

2 2
3+1,? 1
=/dw/g[h}£“g dQ=/ds0 9(3+
0 0 0

I
[U%)
—
=y
S
—
VRS
S
|
|y,
N——
iy
1S
Il
w
[\
| —— |

(d) Rozwazany obszar U jest ograniczony po-

wierzchnig obrotowa z = /22 4+ y? oraz plasz-
czyznami z = 1 i z = /2 (rysunek). Obszar U
jest réznica obszaréw U; i Us zaznaczonych na
rysunku. Zatem

objeto$¢ (U) = objetosé¢ (Ur) — objetosé (Us) .
Obszary Uj, Us sg opisane nieréwnosciami:
Uy : Va2 + 2 < 2 < V2,
Up: Va2 +92<z2<1.
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Zatem we wspoélrzednych walcowych obszary te sa opisane nieréwnosciami:
Q: 0<p<2m 0<0<2, Vo<h<V?2,

Qy: 0<p<2m 0<p<1, Vo<h<L.

Teraz w calkach dokonamy zamiany zmiennych na wspodlrzedne walcowe. Na mocy
kolejno wzoréw (??), (??) oraz prostych calek oznaczonych, otrzymamy

27 2 V2
objetosé (Uy) = // da:dydz':///ngpdgdhz/dgp/dg/gdh:
Uy o} 0 0 o

2

d@j@[h]ﬁdgz 76@/ (V20 - 0v3) do

0 0
T 2 2
V2 ., 2, 2v/2 4N/2m
_/lTQ_EQ\/E 4= /d@_ 5
0 0 0
oraz
or 1 1
objetosé (Us) = /// dxdydz:///ngodgdh:/d(p/dg/gdh
Us Q0 0 0 e
27 1 27 1
1
= /d%)/@[h}fd@:/d@/(@—gx/@ do
0 0 0 0
27 9 1 2T
0 2 ™
= = - d — [dp=—
/{2 59\/5]0‘”) 10/‘”) 5
0 0
Zatem
4v/2
objetosé (U) = objetosé (Ur) — objetosé (Us) = \/5—7r — g = g (4\/5— 1) .

> Zadanie 5.8. Narysowa¢ i obliczyé objetosci obszaréw U ograniczonych powierzch-
niami:

(a)2*+y* =9, x+y+z=1, 2+y+z=25

Mz=-1, 2=2, z2=4—19° 2z=2+y%

() 2= (1+a2+y?) ", 2=0, 2?+y? =1,

(@) 2® +y?+22=2 y=1(y>1).

Odpowiedzi. (a) objetosé (U) = 36m; (b) objetosé (U) = 8; (c) objetosé (U) = nln2; (d)
objetosé (U) = 7 (4v2 —5) /3.
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» Przyktad 5.9. Obliczyé masy obszaréw o zadanych gestoéciach objeto$ciowych:
(a) U: 2®+y° <16,0 < z < 2v/a2 + 42, y(z,y,2) = 2° + %
D) U: 2 +y? +22 <z q(e,y,2) = (@ 42+ 22 +1)

Rozwazanie. Mase obszaru U o gestosci objetosciowej masy ~y(x,y, z) obliczamy ze
wzoru
masa (U) = ///’y(x,y,z) dxdydz.
U

W rozwiagzaniach wykorzystamy takze wzory (?7?, 77, str. ??) i (??, 77, str. ?7)
na zamiane zmiennych w catkach potréjnych odpowiednio na wspélrzedne walcowe i
sferyczne.

» (a) Masa obszaru U o gestosci objetosciowej
y(z,y, 2) = 2 + y? wyraza si¢ wzorem

masa (U) = /// (z” +y?) dzdydz.
U

Obszar U rozwazany w tym przyktadzie jest
opisany nieréwnosciami

22+ <16, 0<z2<2ya2 +y2

Obszar ten jest walcem o promieniu 4 i wysokosci 8, z ktorego wycieto od gory stozek
(rysunek). Uklad nieréwnosci opisujacych obszar U we wspélrzednych walcowych ma
postaé

2<16, 0<h<20

Stad we wspolrzednych walcowych jest on okre$lony przez nieréwnosci:
Q: 0<e<2m 0<e<4, 0<h< 2.

Dokonujac zamiany zmiennych na wspoélrzedne walcowe oraz korzystajac ze wzordw
(??), (?7?) oraz prostych calek oznaczonych, otrzymamy

masa ( /// z? 492 dxdydz—/// - o dpdodh

27 4 o 27 4
:/d<p/dg/g3dh:/d<p/g3[h]29d
0 0 0 0 0
27 4 2T 54 1024
=2/d¢/94d9=2/[%] deo = —/dw
0 0 0 0 0
2048 4096
= 2 = ——
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1
2 +y?+22+1

(b) Masa M obszaru U o gestosci objetosciowej v(x,y, z) =

masa ( /// dxdydz
24y 422+ 1

Obszar U rozwazany w tym przykladzie opi-
sany jest nierownoscia,

wyraza

sie wzorem

Pyt + A<

lub réwnowaznie

1\? 1
2 2

_Z < =
a:—|—y—|—<z 2) 1

Obszar ten jest wiec kula o $rodku (0,0,1/2)
i promieniu 1/2 (rysunek).

Nieréwnosé okreslajaca obszar U we wspélrzednych sferycznych ma postaé

0® < osin,

co wobec warunku g > 0, daje

o < sinvy oraz ¢ > 0

Zatem obszar U we wspotrzednych sferycznych okreslony jest przez nieréwnosci
T
Q: 0<¢<2m, 0<w<§, 0 < p<sin.

Wprowadzajac wspolrzedne sferyczne oraz korzystajac ze wzordw (?7?), (7?) i (27,
str. 77), otrzymamy

5 sin
dxdydz 0% cos ) / / / 0% cos )
M = =
W i = [ i aete= e [ao [ e
0

27 T sin 1)

:O/dng/deO/cosw(l—ﬁ) g-/d@jcosw[g—arctgg} MY dop

2 %
_ / de / cos 1 (sin 4 — arc tg(sin)) d
0

2m

/d(p . /cosw (siny — arctg(siney)) dy
0 0
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Korzystajac teraz kolejno ze wzoréw na catkowanie przez podstawienie i przez czesci
w calce oznaczonej, otrzymamy

us

caltkowanie przez podstawienie‘|

/(sinw — arctg(sin)) cos ¥ dy u = sint; du = cos ) dip
Yv=0,u=0¢Yv=n/2,u=1

1

Il
—

! ! catkowanie przez czesci
(u —arctgu) du = /udu - /arctgudu [f(u) = arctgu, g'(u) = 11
) ) =1/ (1+u2), gw) =

0
1 1 1
S e - [uarct u]l—/ udu —l—z-i-l/ 1—|—u
12, o JTywr | T2 1T 1+u2
0 0
1 =« 1 1 1 7 1
-~ _ 2 4 - Mn(1 A== —Z 4+ Zn2.
5 4+2[n(+u)]0 51 3l
Ostatecznie

2m
1 1
masa (U) = /dgp (5—1—1—51 2) =27 (5—1—1—51 2) = (1—%4—1112)77
0

> Zadanie 5.9. Obliczy¢ masy obszaréw o zadanych gestosciach objeto$ciowych:
(a) U=[0,a] x [0,0] x [0,¢], y(2,y,2) =2 +y+ =z (a,b,c > 0);

MY U: 2?2 +y* +22 <9, y(z,y,2) = 22 +y? + 22

Odpowiedzi. (a) M = abc(a+b+c¢)/2; (b) M = 9727 /5.

P Przyktad 5.10. Wyznaczy¢ polozenia srodkéw masy obszaréw jednorodnych:
(a) éwiartka kuli o promieniu R; b)U: 22<y<4, 0<2<4—y;

(¢) pétkula wydrazona o promieniu wewnetrznym r i zewnetrznym R;
ADU: V2 +y2<2<3,2>0.

Rozwazanie. Wspétrzedne érodka masy obszaru jednorodnego U C R? wyznaczamy ze

wzordéw
///xdxdydz ///yd;vdydz ///zdacdydz

_ U =v_ =y
Te T Tobjetos¢ (U) © Y¢ T Tobjetos¢ (U) T ¢~ objetodé (U)

W szczegdlnosci, gdy obszar jednorodny U ma 0§ lub plaszczyzne symetrii, to srodek
masy lezy na tej osi lub w tej plaszczyzZnie.

W rozwiazaniach wykorzystamy takze wzory (27, 77, str. ??) i (??, 77, str. ?7)
na zamiang zmiennych w catkach potréjnych odpowiednio na wspéirzedne walcowe i
sferyczne.

» (a) Cwiartke kuli U umieszczamy w ukladzie wspélrzednych jak na rysunku.
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7
Z

Y517
o

'
Sec2
s>

S
58
SR

22352

s

T

1

‘V
)8

DY

AN
AN

N

AN

T
\\

x

Plaszczyzna ¢ = 0 i z = 0 sa plaszczyznami symetrii tego obszaru oraz jest on
jednorodny, wiec $rodek masy takze nalezy do tych plaszczyzn. Zatem z_, = 0 oraz
z, = 0. Wspélrzedna y,, obliczymy ze wzoru

1
= dxdydz.
Yo objetosé¢(U) ///y rayaz
U

Najpierw wyznaczymy bezposrednio objeto$¢ éwiartki kuli U. Mamy

1 4 1
objetosé (U) = 1 gng = 5771-1’3.

3
Yo = m///ydxdydz.
U

Obszar U we wspolrzednych sferycznych opisany jest ukladem nieréwnosci

Zatem

™ 3
<

s ™
Q: Z<p<, << 0<o<R
1 SYS T T sYsy °

Zatem dokonujac zamiany zmiennych w calce oraz wykorzystujac wzory (??), (?7) i
(27, str. 77) oraz proste calki oznaczone, otrzymamy

///yda:dydz = ///Qsinnpcosw-g2 cos Y dpdipdp = /// 03 sin ¢ cos? ¢ dpdipdo
U Q Q

= \/ié [w+%sin2¢r i ﬁw
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Zatem wspoétrzedna y, Srodka masy éwiartki kuli jest réwna

3 V2R 3V2

mR3 8 8 R.

Yo =

(b) Obszar U przedstawiono na rysunku. Poniewaz plaszczyzna x = 0 jest plaszczy-
zng symetrii tego obszaru oraz jest on jednorodny, wiec $rodek masy nalezy do tej
plaszczyzny. Zatem z, = 0. Wspoélrzedne y,, i z, obliczymy z podanych wzoréw.

Z Y

e

Zauwazmy, ze U jest obszarem normalnym wzgledem plaszczyzny xzOy. Z gory jest
ograniczony plaszczyzng z = 4 — y, a z dotu — z = 0. Jego rzut D,y na plaszczyzne
2Oy przedstawiono na rysunku. Zatem

U= {(z,y.2): —2<z<2, z? <y < 4, 0<z<4—y}.

Korzystajac ze wzoru (??) oraz prostych calek oznaczonych obliczymy kolejno po-
trzebne calki:

4—y

2 4 2 4 A 2 4
///ydxdydz:/da:/dy/ydz:/dx/y[z]o ydyz/dm/y(4—y)dy
U Zo g2 0 Zo g2 Zo g2
2 - 2 59 .
2_ Y — R W
/[23/ 3L2dx /(3 2x+3>dw
2

B {32 2 . x7r 1024
-2

375 T 35
2 4 4—y

///zdacdydz = /dx/dy / zdz

U -2 z2 0
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2 2
= é/(4—x2)3 dx:/(64—48x2+12x4—x6) dx
-2 -2

2
= é [64x—16$3+%2x5—x—77]2= 210—(;158
oraz
2 4 4y 2 4
objetosé(U) :///dxdydz:/dx/dy / dz = /dw/ [z}i_y dy
U Z2 g2 0 S22
2 4 2

:_/dx[(ll—y)dy:_/[ély—y;];im

2
z 423 251% 256
— [ (8—42®+ ) de= |8 — — + | =22,
/< $+2>x [x 3+10]2 15

2
Wracamy do obliczenia wspélrzednych $rodka masy. Mamy

1024 15 12 2048 15 8

Ve= T35 me T T 105 956 7
Ostatecznie (z,Y.,2.) = (0,12/7,8/7).
» (c) Potkule wydrazona U umieszczamy w ukladzie wspélrzednych analogicznie jak
w Przyktadzie 5.7 (c). Z symetrii pétkuli i jednorodnosci wynika, ze 2, = 0, y. = 0,
a wspélrzedna z_ obliczymy ze wzoru podanego na wstepnie. Najpierw wyznaczymy
objetosé¢ poétkuli wydrazonej U. Mamy

objetosé (U) = = - = (R® — %) = %W (R® —1%).

3
U

W calce potrdjnej dokonamy zamiany zmiennych na wspoétrzedne sferyczne. Pétkula
wydrazona w tych wspélrzednych jest opisana nieréwnosciami:

N =
[SCAITEN

Zatem

Teraz korzystajac ze wzoru ?7), a nastepnie ze wzoru (?7, str. ??) oraz prostych calek
oznaczonych, otrzymamy

3 .
o = m///gsmw-ggcoswdwdwdQZ
Q
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m /// 02 sin v cos ¥ dpdipdp
Q

3 2 01 R

e — . —a 2 . 3
o7 (R = 19) /d(p /25111 W dyp /Q do
0 —5 r

3 1 0 94 R
BICET [‘Zc“w]_% | H
3 1\ R*-r*  3(R'-—r")
 R3—g3 2 4 B 8 (R3

» (d) Obszar U, ktéry jest polowa stozka,
umieszczamy w uktadzie wspéirzednych jak
na rysunku. Poniewaz jest on jednorodny, a
plaszczyzna xOz jest jego plaszczyzna syme-
trii, to $rodek masy C nalezy do tej plaszczy-
zny. To oznacza, ze y, = 0. Pozostale wspél-
rzedne punktu C wyznaczymy ze wzoréw po-
danych na wstepie. Objetos¢é obszaru U jest
polowa objetosci stozka, wiec

1 .32.
oloj@toéé(U)z—-”33 3_92”.

2 2
T, = g—W///a:da:dydz, 2o = 9—7r///zda:dydz.
U U

W obu catkach potréjnych zastosujemy wspoétrzedne walcowe. Obszar U w tych wspél-
rzednych opisany jest przez nieréwnosci (Przyktad 5.6 (b)):

\]

Zatem

™ T
Q: —§<<p<§, 0<0<3, o<h<3.
Teraz korzystajac ze wzoréw ?7), (?7) oraz prostych calek oznaczonych, otrzymamy
3

3
///xdxdydz ///gcosnp-gdtpdgdh: dgp/d@ 0? cos p dh
U 0

Q -3 0

i\ww

Il
\wlﬂ
——

3 3
3
dgo/g2cos<p[h}gdg: dgo/gz(?)—g)coswdg
0 0

SRR
[SE]

473 H
27 27 z
{93—%}Ocoscpd<pzi/cosg)dgazz~[sin<p]2 =5

Il
—

vl
vl
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oraz

s
2

3 3
// h-gdtpdgdhz/dgp/dg/ghdh
Q 0 0
z 3 z 3
h21? 1 )
do [ 0|5 | de=5 [ d¢ 0(9—¢°) do
0

/U/ / = dadydz

Il
|
[NE] \w

Ostatecznie wspolrzedne srodka masy sa réwne

27 81w
_ 2 _3 _ _ 8
xc—g_w—ﬂ_, Yo =0, zc—g_7r 1
2 2

> Zadanie 5.10. Wyznaczy¢ polozenia srodkéw masy obszaréw jednorodnych:
a)U:0<2<1],0<y<1l—2,0<2<1—ux;

(b) stozek o promieniu podstawy R i wysokosci H;

(U: 2> +y* <2< /2—22 —y2

(d) odcinek paraboloidy o $rednicy podstawy D i wysokosci H.

Odpowiedzi. (a) z, = 1/4, y, = 3/8, z, = 3/8; (b) $rodek masy lezy na osi symetrii stozka
w odleglosci H/4 od podstawy; (c¢) z, = y, = 0 (z symetrii), z, = Tn/ (8\/_— 7); (d)
$rodek masy lezy na osi symetrii odcinka paraboloidy w odleglosci H/3 od podstawy.

» Przyktad 5.11. Obliczy¢ momenty bezwladnosci podanych obszaréw jednorod-
nych o masie M wzgledem wskazanych osi:

(a) kula promieniu R, wzgledem $rednicy;

(b) odcinek paraboloidy 2 (z* + y*) < z < 8, wzgledem osi symetrii;

(c) walec wydrazony o promieniu wewnetrznym r, zewnetrzym R oraz wysokosci H,
wzgledem osi obrotu;

(d) ostrostup prawidlowy czworokatny o krawedzi podstawy a, wysokosci H, wzgledem
osi symetrii.

Rozwazanie. Moment bezwtadnosci obszaru jednorodnego U C R? o masie M wzgle-
dem osi Oz wyraza sie wzorem

_ M 2 2
I = ohietod (0] // / (2 + y*) dwdydz.
U
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Analogiczng posta¢ majg wzory na momenty bezwladnosci wzgledem pozostalych osi
uktadu.

W rozwiazaniach wykorzystamy takze wzory (?7?, 77, str. ??) i (7?7, 77, str. 77)
na zamiane zmiennych w catkach potréjnych odpowiednio na wspélrzedne walcowe i
sferyczne.

» (a) Kule umieszczamy tak, aby jej srodek lezal w poczatku uktadu wspélrzednych.
Wtedy moment bezwladnosci wzgledem $érednicy jest momentem wzgledem osi Oz. W
calce potréjnej wyrazajacej moment bezwladnosci dokonamy zamiany zamiennych na
wspoélrzedne sferyczne. Kula U w tych wspolrzednych jest opisana przez nieréwnosci:

Q: 0<p<om —%@Kg, 0<o<R

oraz ma objetosé(U) = 4rR3 /3. Zatem korzystajac kolejno ze wzoréw (??) i (77, str.
?7?) oraz podstawowych metod obliczania calek oznaczonych, mamy

M
I, 1 /// (3:2 + yz) dzdydz
§7TR3 U

M
= 4?7)TR3 /// ((g cos @ cos))? + (psin ¢ cos w)z) - 0% cos ) dpdipdo
Q
3M s (T / /
:W///g46083wdgodwdgzm /dgo /COSB’Q/Jd’Q/J . /Q4dg
Q 0 -z 0
3
M catkowanie przez podstawienie 511
= 3 3 - 27 /(1—Sin2¢)cos¢d¢ u = sin; du = cosy dy . |:g—:|
4T R Yp=—-n/2,u=—-1; Y=n/2,u=1 5 0

[ME

3

1
3MR? ) 3MR? u31' 3MR? 4 2MR?
= (1 —u ) du = U — = .
1

10 10 10 3 5
-1

» (b) Moment bezwladnoéci obszaru U (ry-
sunek) wzgledem jego osi symetrii jest mo-
mentem wzgledem osi Oz. Jak poprzednio wy-
korzystamy podany na wstepie wzér, w ktod-
rym dokonamy zamiany zmiennych na wspét-
rzedne walcowe. Obszar U w tych wspotrzed-
nych opisany jest przez nieréwnosci:

Q: 0<p<2m 0<0<2, 20°<h<8,

Najpierw obliczymy objetos¢ obszaru U.
Korzystajac kolejno ze wzoréw (?7?) i (77)
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oraz korzystajac z prostych calek oznaczonych, otrzymamy

27 2 8
objetosé (U /// dxdydz = ///gdgodgdh: /dgo/dg/ odh
2

T

dgo/g[h] dg—/dgo/QSQ 2Q

2 271'
[4@2—%} d@—S/d(p—l&r

=)

Teraz mozemy obliczy¢ moment bezwtadnosci obszaru U. Mamy

_ B , o
L= 1671'/// v +y’) dedydz = 70— /// ((ocosg)? + (osinp)?) odpdodh
Q
M M 2 2 8 M 27 2
= T 3 = — 3 _ 3 8
~ Ton /// 0" dpdedh = o / di / de / " dh = 1 / dyp / 0° [, do
0 0 0 0
27 2

202
27
-8 Jo ooty 2l 2]
~16r ) ey N A s
0 0
M 16 oM 4
= d— 2:_M.
8 3/90 3t T3

0

» (c) Walec wydrazony U umieszczamy w ukladzie wspélrzednych tak, aby o$ Oz
byla jego osia symetrii, a podstawa byla zawarta w plaszczyznie Oy (rysunek).

Moment bezwtadnosci walca obliczamy z podanego na wstepnie wzoru. Obszar U we
wspolrzednych walcowych opisany jest przez nieréwnosci:

Q: 0<e<2m r<p< R, 0<Kh<H
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Objetos¢ walca wydrazonego wyraza si¢ wzorem

objetos¢ (U) = m (R* — r?) H.

_ M 2 2
I, = W(RQ—TQ)H///(x +y ) dxdydz
U

Teraz korzystajac ze wzordéw (?7) i (7?7, str. ??) oraz prostych calek oznaczonych,
otrzymamy

/// (2% +y7) dodydz = /// ((ocosp)® + (osinp)?) - odedodh
U Q
2m H
:/Q//g%lgodgdh_ 0/ ) /Q do |- O/dh

T

4] -zt

Zatem

T

Zatem moment bezwladnoéci walca wydrazonego wzgledem jego osi symetrii jest
rowny

M w(R ) H
m(R?—r2)H 2 2

» (d) Ostrostup U umieszczamy w ukladzie wspdlrzednych jak na lewym rysunku.

I, =

+ R?).

Zatem jego moment bezwladnosci obliczamy wzgledem osi Oz. Zauwazmy, ze plasz-
czyzny © = 0, y = 0, y = x, y = —z sa plaszczyznami symetrii ostrostupa, wiec
wystarczy obliczyé moment bezwladnosci 1/8 czesci tej bryly (rysunek prawy) i wy-
nik pomnozy¢ przez 8. Ta czes¢ ostrostupa w ukladzie kartezjanskim jest opisana
przez nieréwnosci:

2H
a

U

ol
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Objetosé ostrostupa wyraza sie wzorem (1/3)a?H, wiec moment bezwladnoéci wy-
Znaczymy ze wzoru

24M
I,=38 7 a2H///x+y dxdydz- ///x—i—y dxdydz.
8
Teraz dokonujac zamiany calki potréjnej na caltki iterowane, czyli korzystajac ze
wzoru (7?7, str. ?7), mamy

///x —|—y drdydz =

Ui

&

// /H:c—i—y dz—/dx/x—ky)[]gmdy

0

0
3 z 5 3 5 4w
:H/dx/(a:2+y2) (1__x) dy:H/<1——$> {Q:Qy—ky—] dz
a a 31,
0

4H/<1__>$3dx:@.[“f_4_ﬁrzﬁ. ¢ _d'H

3 4 oa 3 5-64 240

Zatem moment bezwladnosci catego ostrostupa jest réwny

24M a4H Ma?
*T WZH 240 10

> Zadanie 5.11. Obliczyé momenty bezwladnosci wzgledem wskazanych osi poda-
nych obszaréw jednorodnych o masie M:

(a) walec o promieniu podstawy R i wysokosci H, wzgledem osi walca;

(b) stozek o promieniu podstawy R i wysokosci H, wzgledem osi stozka;

(¢) walec o promieniu podstawy R i wysokosci H, wzgledem $rednicy podstawy;

(d*) czesé kuli 22 + 42 + 22 < R? polozona w pierwszym oktancie, wzgledem osi
symetrii tej czesci.

Odpowiedzi. (a) I. = MR?/2; (b) I. = 3MR?/10; (c) I, = M (R*/4+ H*/3);

(d*) I, = 2(m — 2)MR?/(57), gdzie | : . =y = 2.
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