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Wstep

Niniejsza ksiazka jest pierwsza czeScia zestawu podrecznikéw do Analizy ma-
tematycznej 2. Pozostalymi czeSciami sa zbiér zadan pt. ,Analiza matematyczna 2.
Przyktady i zadania” oraz opracowanie pt. ,Analiza matematyczna 2. Kolokwia i eg-
zaminy”. Podreczniki te sa przeznaczone gloéwnie dla studentéw politechnik. Moga
z nich korzystaé takze studenci uczelni ekonomicznych, pedagogicznych i rolniczych
oraz niektorych wydzialéw uniwersytetéw.

Material zawarty w ksiazce obejmuje calki niewlasciwe, szeregi liczbowe, ciagi i
szeregi funkcyjne, rachunek rézniczkowy i catkowy funkcji wielu zmiennych wraz z
zastosowaniami. Wszystkie zagadnienia teoretyczne zakoniczone sa ¢wiczeniami, przy
czym poczatkowe z nich sa z reguly najprostsze. Odpowiedzi do éwiczen umiesz-
czone sg na koncu podrecznika. Fragmenty materiatu oznaczone gwiazdka nieznacz-
nie wykraczaja poza standardowy program przedmiotu. W ten sam sposéb oznaczono
trudniejsze ¢wiczenia. Uzupelniajacy material oraz trudniejsze éwiczenia dotaczono z
mys$la o studentach, ktérzy chca poglebié¢ swoje wiadomosci z analizy matematycznej.
Studentéw tych zachecamy do zapoznania sie z ksiazka ,,Studencki konkurs matema-
tyczny”, ktora jest zbiorem trudnych i nietypowych zadan z algebry oraz analizy.

Przyklady ze wzorcowymi rozwiagzaniami ilustrujace material teoretyczny z tego
podrecznika umieszczono w drugiej czesci zestawu pt. ,, Analiza matematyczna 2. Przy-
ktady i zadania”. Tam tez mozna znalez¢ duzg liczbe zadan do samodzielnej nauki.

Cwiczenia z tej ksiazki oraz zadania z drugiej czesci zestawu sa podobnych typéw
i maja ten sam stopien trudnosci jak zadania, ktére zwykle pojawiaja sie na kolo-
kwiach i egzaminach. Zadania, ktore w poprzednich latach studenci rozwiazywali na
sprawdzianach, sa umieszczone w trzeciej czesci zestawu.

Do obecnego wydania dodano wiele nowych éwiczen i rysunkéw oraz poprawiono
zauwazone bledy i usterki.

Serdecznie dzigkujemy Kolezankom i Kolegom z Wydzialtu Matematyki Politech-
niki Wroctawskiej za uwagi o wczesniejszych wydaniach ksiazki. Dzigkujemy réowniez
naszym Studentom za wskazanie bledéw w odpowiedziach do éwiczen.

Uprzejmie prosimy Czytelnikow o przesylanie uwag o podreczniku oraz informacji
o dostrzezonych btedach i usterkach.

Marian Gewert Zbigniew Skoczylas






Catki niewtasciwe

W tym rozdziale przyjmujemy, ze rozwazane tu funkcje sa catkowalne na dowolnym
przedziale domknigtym zawartym w ich dziedzinie.

1. Catki niewfasciwe pierwszego rodzaju

Definicja 1.1. (calka na pélprostej)
Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale [a,00). Calke funkcji f na [a,00)

okreslamy wzorem:
T

o0
/f(;v) dez = lim [ f(z)dx.
T—o0

a a
Jezeli granica po prawej stronie znaku rownosci jest wlasciwa, to méwimy, ze calka
jest zbiezna. Jezeli granica jest réwna oo lub —oo, to mowimy, ze calka jest rozbiezna
odpowiednio do oo lub —oco. W pozostalych przypadkach méwimy, ze catka jest roz-
biezna.

a T — oo

Rys. 1.1. Tlustracja calki na pélprostej [a, 00)

Analogicznie okresla sie calke na przedziale (—oo,b] :

b b
/ flz)dz = SEIP f(z)de.
—o0 S

Uwaga. Jezeli funkcja f jest nieujemna na przedziale [a,c0), to calka tej funkcji na
tym przedziale jest zbiezna albo rozbiezna do oo. Podobnie dla catki na przedziale

(—o00, b].
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Y Y

—o00 «— S b z b

Rys. 1.2. Tlustracja calki na pélprostej (—oo, b]

Cwiczenie 1.2. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznoéé calek (dla calek zbieznych

obliczy¢ ich wartosci):

® 7;[—”5 (v) ]Od—x © fx;ﬁ . (@) 7sma:da:;
2 4 1 ™
(© 4 — _ 4 vt da; () fﬂ () 071 =3

Definicja 1.3. (calka na prostej)

Niech funkcja f bedzie okreglona na przedziale (—oo, 00). Calke funkcji f na prostej

(—00,00) definiujemy wzorem:

7f(x)dx = /“ f(w)dw+7f(w)dw,

gdzie a oznacza dowolna liczbe rzeczywista. Zbieznosé calki po lewej stronie znaku
rownosci ustalamy w zalezno$ci od zbieznosci catek po prawej stronie. Jezeli obie
calki po prawej sa zbiezne, to méwimy, ze catka po lewej jest zbiezna. Jezeli jedna
z catek po prawej jest rozbiezna do —oo lub oo, a druga jest zbiezna albo rozbiezna
odpowiednio do —oo lub co, to méwimy, ze caltka po lewej jest rozbiezna do —oo lub

0. W pozostalych przypadkach méwimy, ze catka po lewej jest rozbiezna.

Y

-

Rys. 1.3. Ilustracja calki na prostej
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Uwaga. Jezeli calka na przedziale (—oo, 00) jest zbiezna dla pewnego a € R, to jest
zbiezna dla dowolnego a i jej wartos¢ nie zalezy od a. Calki po przedziatach nieogra-
niczonych (—o0,b], [a,00), (—00,00) nazywamy catkami niewlasciwymi pierwszego
rodzaju. Calki niewtasciwe pierwszego rodzaju sa liniowe. Na koniec zauwazmy, ze
jezeli funkcja f jest nieujemna na przedziale (—oo, 00), to catka niewladciwa funkcji
f na prostej jest zbiezna albo rozbiezna do oco.

Cwiczenie 1.4. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznosé calek niewlagciwych (dla ca-
tek zbieznych obliczy¢ ich wartosci):

oo oo oo o0

@ [ o [F5 o [5 o
(e) 76%13;; (f) 7ewsma;da;; (2) 7#; (h) 70(300—200) de.

FAKT 1.5. (o zbieznosci calek [ g—jf)

ood a
Calka niewlasciwa / x—i (@ > 0) jest zbiezna dla p > 1 i rozbiezna do oo dla

a

0<p< 1.

b

d
Uwaga. Analogiczny fakt jest prawdziwy takze dla catek niewtasciwych / —f (b < 0),
x

o ile funkcja podcatkowa jest poprawnie okreslona.

Y

1

0<p<

p=1

p>1
a x

1
Rys. 1.4. Wykresy funkcji y = - dla réznych wartosci parametru p > 0
x

Cwiczenie 1.6. Korzystajac z powyzszego faktu zbadaé zbieznosé calek niewlasci-
wych:

oo

@ [ 5 @7£? @f;ﬁf
1 8 -1
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o] 0 o]
0/296+ . <e>4ﬁ; <f>4ﬁ.

o0
. dx
Cwiczenie 1.7. Zbada¢ zbiezno$é calki niewlasciwej / — (a € R) w zaleznosci od
p

a

parametru p > 0.

Cwiczenie* 1.8. Funkcje gamma, ktéra jest uogélnieniem silni, okreslamy wzorem
o0

I(p) = /a:p_le_”” dz, gdzie p > 0.
0
Obliczy¢ T'(1) i nastepnie pokazaé, ze I'(p+1) = pI'(p) dla p > 0 oraz I'(n) = (n—1)!
dla n € N.

Definicja 1.9. (wartosé gléwna calki niewla$ciwej pierwszego rodzaju)
Wartosé gléwng calki niewladciwe]j pierwszego rodzaju funkeji f na (—oo, 00) definiu-

jemy wzorem
T

v.p. / flx)dz = Tlgr;o fz)dz

=T

Jezeli granica po prawej stronie rownosci nie istnieje, to méwimy, ze catka niewlasciwa
nie ma wartosci gtéwne;j.

Uwaga. Jezeli calka niewlasciwa na (—oo,00) jest zbiezna do w, to warto$é¢ gltéwna
caltki takze si¢ rowna w. Z drugiej strony catka rozbiezna moze mie¢ wartos¢ gltéwna.

Cwiczenie 1.10. Wyznaczy¢ wartosci gléwne calek niewlasciwych pierwszego rodzaju:

(a) /xz—L (b) /%dw; (c) /de;v; (d) /e*wdx.

2. Kryteria zbieznosci
catek niewtasciwych pierwszego rodzaju

TWIERDZENIE 2.1. (kryterium poréwnawcze zbieznosci/rozbieznosci calek)

Niech funkcje f i g spelniaja dla kazdego = € [a, 00) nieréwnosci 0 < f(z) < g(x).

Woéwczas:
oo

(a) jezeli calka /g(x) dz jest zbiezna, to calka /f(x) dx takze jest zbiezna;

a
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(b) jezeli calka /f(x) dzx jest rozbiezna do oo, to caltka /g(x) dz takze jest rozbiezna

do oo.
Y
o v=yg(x)
frwres v= )
a T

Rys. 2.1. Tlustracja kryterium poréwnawczego zbieznosci calek niewlasciwych

Uwaga. Twierdzenie pozostanie prawdziwe, gdy nieréwnosci w zalozeniu sa spelnione
dla kazdego x € [a*, 00), gdzie a* > a. Analogiczne twierdzenie zachodzi dla funkcji
niedodatnich f i g. Ponadto prawdziwe sga podobne twierdzenia dla calek niewlasci-
wych na pélprostej (—oo, b].

Cwiczenie 2.2. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieinoéé calek nie-
wlasciwych:

T Oo\/Eda:'
/egﬁ—i—x () z+1’
0 4

dx
® |
1

0 0o
arctga® do 2+sma: (z+sinz) dx
—o00 27 2m
1 —2 00
4% dx dx
* —12d . h* / . 7k /7
@) [ [ ) [

TWIERDZENIE 2.3. (kryterium ilorazowe zbieznosci/rozbieznoéci calek)
Niech funkcje f i g beda dodatnie (ujemne) na pélprostej [a, c0) oraz niech spelniaja
warunek

f (@)

lim ——= =k, gdzie 0 < k < co.

Wéwezas calki / f(x)dx, / g(z) dx sa jednoczesnie zbiezne albo rozbiezne do oo (—00).

Uwaga. Prawdziwe sa takze analogiczne twierdzenia dla calek niewlasciwych na pél-
prostej (—o0, b].
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Cwiczenie 2.4. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé¢ zbieznoéé calek niewla-
$ciwych:

7 rdr _ 7 e da:
) V28 =10z / x(
0/

a)g/\/%;

—T —T

rdx dz " 1
O — 0 [ ereos do
oo 0
(x+1)" do / n(l+37* ) / e3* dx
* : *
@) [ S [ 5
1 0 —o0

3. Zbieznos$¢ bezwzgledna
catek niewtasciwych pierwszego rodzaju

Definicja 3.1. (zbieznosé bezwzgledna calek niewlasciwych pierwszego rodzaju)

Moéwimy, ze catka niewlasciwa pierwszego rodzaju funkcji f jest zbiezna bezwzglednie,
gdy calka niewlasciwa funkcji |f| jest zbiezna.

Cwiczenie 3.2. Zbada¢ zbiezno$é¢ bezwzgledna calek niewlasciwych:

[ sin2zd r [sinzd [ (-1)leld
(a) /%7 (b) /e*”” coszdz; (c) /sm; x; (d*) /()Tx
1 0 ™ 10

TWIERDZENIE 3.3. (o z2bieznosci calek zbieznych bezwzglednie)

Jezeli catka niewladciwa jest zbiezna bezwzglednie, to jest zbiezna. Ponadto

| /oof(:v) dr | < /oo|f<x>|dx.

y = f(z)

Rys. 3.1. Tlustracja twierdzenia o zbieznosci calek niewlasciwych
zbieznych bezwzglednie
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Uwaga. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze dla pozostatych rodzajow calek
niewtasciwych pierwszego rodzaju. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Np.
calka niewlasciwa funkcji f(z) = (sinz)/x na przedziale [r, 00) jest zbiezna, ale nie
jest zbiezna bezwzglednie.

Cwiczenie 3.4. Zbada¢ zbiezno$¢ i zbieznos$é bezwzgledny calek niewlasciwych:

oo

(a) / zsing dz; (b)

oo

cos2xdx (c /a:sinxdx'
e? +1 (a:2+4)2’

)

0 1/ 2
T 2%sinxdr i e~ 2T sinx dx . T sinx + cos x) dx
/5 +3%cosx’ (e)/ 2+ cosw / x2—|—9 7
0 0 1
oo 0 [e'e)
/ ; (h*) / e” sin® z dur; /sm x” dx.
1 —00 0

4. Caftki niewtasciwe drugiego rodzaju

Definicja 4.1. (calka z funkcji nieograniczonej)
Niech funkcja f okre$lona na przedziale (a,b] bedzie nieograniczona tylko na pra-
wostronnym sasiedztwie punktu a. Calke funkcji f na przedziale (a,b] definiujemy

wzorem:
b

b
/f(;v) dx = Alim+ flx)dzx

A

Jezeli granica po prawej stronie znaku réownosci jest wlasciwa, to méwimy, ze calka
jest zbiezna. Jezeli granica jest réwna oo lub —oo, to méwimy, ze caltka jest rozbiezna
odpowiednio do oo lub —oco. W pozostalych przypadkach méwimy, ze calka jest roz-
biezna.

xT

Rys. 4.1. Tlustracja catki z funkcji nieograniczonej na (a, b
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Analogicznie definiuje sie calke funkeji f okreslonej na przedziale [a,b) 1 nieograni-
czonej tylko na lewostronnym sasiedztwie punktu b :

[ f@ydo = Jim /f

xT

N O m e

a B

Rys. 4.2. Tlustracja catki z funkcji nieograniczonej na [a, b)

b

Uwaga. Jezeli funkcja f jest nieujemna na przedziale (a, b] albo [a, b), to calka / f(x)dx

a
jest zbiezna albo rozbiezna do oo. Jezeli funkeja f jest ograniczona na przedziale (a, b],
b

to calka / f(x) dz wyznaczona wedlug powyzszej definicji jest zbiezna i jej wartos$é
a
pokrywa sie ze zwykla caltka oznaczona obliczona z definicji (wartos$é f(a) przyjmu-
1

1
jemy dowolnie). Np. catka / sin — dx jest zbiezna. Podobnie jest dla funkcji okreslonej
x
0
na przedziale [a, b).

Cwiczenie 4.2. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznoéé calek (dla calek zbieznych
obliczy¢ ich wartosci):

(a) 04%; jx_2 (c)jlna:da:; ()jfx_
(e) 1\/%_332; (f)!tgxdx; (g)/em‘fjm; (h)/2(\/2_);ix

T

*

b
FAKT 4.3. (o zbieznosci calek [ i—if)
. 0

d
Catka / —f (b > 0) jest zbiezna dla 0 < p < 1 i rozbiezna do oo dla p > 1.
x
0
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1
Rys. 4.3. Wykresy funkcji y = - dla réznych wartosci parametru p > 0
x

0

d

Uwaga. Analogiczny fakt jest prawdziwy takze dla calek / —f (a <0),0ile
x

funkcja podcatkowa jest poprawnie okreslona. @

Cwiczenie 4.4. Korzystajac z powyzszego faktu zbadaé zbieznosé calek:

dx

1 0 1
(a)o/x—, (b)év;%; <c>0/v%; W [ 75

Definicja 4.5. (calki z funkcji nieograniczonych, cigg dalszy)

17

Niech funkcja f okreslona na zbiorze [a, ¢) U (¢, b] bedzie nieograniczona tylko na obu
jednostronnych sasiedztwach punktu c. Catke funkeji f na [a,c) U (¢,b] definiujemy

Wwzorem:

/bf(x)dx:/cf(x)dx+/bf(x)dx.

Jezeli obie calki po prawej stronie znaku réwnoéci sa zbiezne, to méwimy, ze caltka jest
zbiezna. Jezeli jedna z tych calek jest rozbiezna do —oo lub oo, a druga jest zbiezna
albo rozbiezna odpowiednio do —oo lub oo, to méwimy, ze catka jest rozbiezna do

—o0 lub co. W pozostalych przypadkach méwimy, ze catka jest rozbiezna.

Yy

Rys. 4.4. Tlustracja definicji calki z funkcji nieograniczonej na [a, ¢) U (c, b]
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Uwaga. Podobnie okredla sie calki funkcji nieograniczonych tylko na sasiedztwach obu-
stronnych lub jednostronnych punktéw ci,ca, ..., ¢, € [a,b]. Na przyklad dla funkcji
f okreslonej na przedziale (a, b) i nieograniczonej tylko na prawostronnym sasiedztwie

punktu a i na lewostronnym sasiedztwie punktu b przyjmujemy:

b d b
/j@mmz/}@mm+/f@mx
a a d

gdzie d jest dowolnym punktem przedzialu (a,b). Jezeli calka jest zbiezna dla pew-
nego d, to jest zbiezna dla dowolnego d € (a,b) i jej warto$¢ nie zalezy od d. Calki
zdefiniowane w tym paragrafie nazywamy catkami niewla$ciwymi drugiego rodzaju.

Y

|
d b

Rys. 4.5. Tlustracja calki funkcji nieograniczonej na (a, b)

Cwiczenie 4.6. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznosé calek niewlagciwych (dla ca-

tek zbieznych obliczy¢ ich wartosci):
2

(a)/Qi—f; (b) 8%; /xa}—l

-2 -8 0
1 2 0

(e)/arccosxdx. (1) x dx . ()/ d;v.
VI—a? V4 — 22’ 8 | cosa’

—1 —2 -n

Definicja 4.7. (warto$é gléwna calki niewla$ciwej drugiego rodzaju)

2m

dzr

Sln2 !E

2
0/\/23:—:52

Wartosé gléwng calki niewlasciwej drugiego rodzaju z funkeji f okreslonej na [a, b]\{c}
i nieograniczonej jedynie na obu jednostronnych sasiedztwach punktu ¢ definiujemy

wzorem:

vpjﬂﬂ@=£$ /f m+/f

c+e

Jezeli granica po prawej stronie réwnosci nie istnieje, to méwimy, ze catka niewlasciwa

nie ma wartosci gtownej.
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Uwaga. Jezeli calka niewlasciwa z funkeji f okreSlonej na [a,b] \ {¢} jest zbiezna do
w, to warto$é¢ gtéwna calki takze sie réwna w.

Cwiczenie 4.8. Wyznaczy¢ wartosci gléwne calek niewlasciwych drugiego rodzaju:

1 4 7'r 2
dxr dx sin x dx
@[T o [ @ [T @[55

-1
T J 1/|g;| R T ) T

—1

5. Kryteria zbieznosci
catek niewtasciwych drugiego rodzaju

TWIERDZENIE 5.1. (kryterium poréwnawcze zbieznosci/rozbieinosci calek)

Niech funkcje f i g beda okreslone na przedziale (a, b] i nieograniczone tylko na prawo-
stronnym sasiedztwie punktu a oraz niech dla kazdego x € (a, b] spelniaja nieréwnosci
0 < f(z) < g(x). Wowczas:

b b
(a) jezeli calka /g(x) dzx jest zbiezna, to takze calka /f(a:) dx jest zbiezna;

b b
(b) jezeli catka /f(a:) dzx jest rozbiezna do oo, to takze calka /g(x) dzx jest rozbiezna

do oo.

[
|
I
I
I
I
[
|
I
I
I
[
|
I
I
I
[
|
I
I
I
I
|
I
I
I
[
|
|
I
I
S
a

Rys. 5.1. Ilustracja kryterium poréwnawczego zbieznosci
calek niewlasciwych drugiego rodzaju

Uwaga. Twierdzenie powyzsze pozostanie prawdziwe, gdy nieréwnosci w zalozeniu sa
spelnione dla kazdego = € (a,b*] (a < b* < b). Prawdziwe jest takze analogiczne
twierdzenie dla funkcji okreslonych na przedziale [a,b) i nieograniczonych tylko na
lewostronnym sasiedztwie punktu b. Wszystkie warianty tego twierdzenia mozna sto-
sowaé takze dla funkcji niedodatnich.
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Cwiczenie 5.2. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé calek nie-
wlasciwych:

jus

1 1 2
(a) e’ du / x4+ 1)dx (©) f sinzdr /sma:da:
N sin? x ’ Sox—7’
0 0 0 0

TWIERDZENIE 5.3. (kryterium ilorazowe zbieznosci/rozbieznoéci calek)
Niech funkcje f i g beda dodatnie (ujemne) na przedziale (a, b] i nieograniczone tylko
na prawostronnym sasiedztwie punktu a. Ponadto niech spetniaja warunek

f(x)

im —= =k, gdzie 0 < k < o0.
e—at g(z)

b b
/f(a:) dx, /g(x) dx

sa jednoczesnie zbiezne albo rozbiezne do oo (—o0).

Woéwczas calki

Uwaga. Prawdziwe sg takze analogiczne twierdzenia dla calek niewlaéciwych na prze-
dziale [a,b). Przy wyborze funkcji g warto pamietaé, ze dla x bliskich 0 prawdziwe sa
zaleznosci:

332

sinx ~ x*; Cosxwl—g; a®* ~1+zlna (a > 0); In(l+z) ~x

Cwiczenie 5.4. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé¢ zbieznoéé calek niewla-
Sciwych:

T 8 0
sin z dx er —1 dx
a —_; b
()0 Va3 ( )/332+\/_ /1 / sing’
2

4 1
/ v — da: / / dr (h*) / dx
In( 1 + ) ) @ ) /1 = £10

0

Cwiczenie* 5.5. Przyjmujac odpowiednie definicje zbadaé zbieznosé calek niewlasci-
wych, ktére sa jednoczeénie catkami pierwszego i drugiego rodzaju:

oolnxdx 7 Inz dx 7 dx T dx
W [T o [T © [ @ [ i
0 0 0 1
T dx T " 7 dzr 7 dx
Wi — ; (h*
o [ = | /\/E(1+x2) SR v
0 0 0 o

*Symbol f(z) ~ g(x) dla z bliskich 0 oznacza, ze lin%) % =1
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Cwiczenie 5.6. (przyklady z geometrii i fizyki)

(a) Obliczy¢ objetosé i pole powierzchni bocznej bryly powstalej z obrotu wokét osi
Ox obszaru ograniczonego prostymi z = 1, x > 1, y = 0 i wykresem funkeji y = 1/x.
(b) Obliczy¢ prace W, jaka nalezy wykonaé, aby cialo o masie m = 100 kg przeniesé
z powierzchni Ziemi do nieskonczonosci. Zaniedbaé opér powietrza. Przyjaé¢ promien
Ziemi R = 6380 km oraz przyspieszenie na poziomie morza go = 9,81 m/s%.

(c) Obliczy¢ wspdlrzedne (z,,y,) $rodka masy jednorodnego obszaru ograniczonego
prostymi x = 0, x = 1, y = 0 i wykresem funkcji y = 1//x.

(d) Obliczy¢ sile, z jaka jednorodnie natadowana pélprosta przyciaga tadunek @ = 4
C polozony na przedtuzeniu potprostej, w odlegltosci d = 1 m od jej konca. Gestoéé
liniowa ladunku jest réwna Ao = 1 C/m preta.

(e*) Obliczy¢ sile, z jaka jednorodny nieskoiczony prostoliniowy pret o gestosci Ag
przyciaga mase m umieszczona w odlegtosci r od niego.



Szeregi liczbowe i funkcyjne

1. Definicje i podstawowe twierdzenia

Definicja 1.1. (szereg liczbowy, suma czedciowa szeregu)

Szeregiem liczbowym nazywamy wyrazenie postaci

ay+azx+as+...,

zapisywane takze w formie Zan, gdzie a, € R dla n € N. Liczbe a,, nazywamy
n=1
n-tym wyrazem, a sume

n
Sn =a1+a2—|—a3+...—|—an=Zak

n-tq sumaq czesSciowg Szeregu.

Cwiczenie 1.2. Wyznaczy¢ n-te sumy czeéciowe szeregdw:

@3 e 0> —n(ni o ("3 - "92)
2

n=1
1

1
> n 1—|—22
d In ——;
); n+1 2:: (n+1)yn+nyntl

Definicja 1.3. (szereg zbiezny i rozbiezny, suma i reszta szeregu)

(©) >
_|_2'IL Z:

o0
Méwimy, ze szereg E ay, jest zbiezny, jezeli istnieje granica wlasciwa ciggu (.S,) sum
. . .n:1 . . . .
czeSciowych. Jezeli zag lim S,, = —oo albo lim S, = oo, to méwimy, ze szereg

n—oo n—oo

o0

Zan jest rozbiezny odpowiednio do —oo albo do co. W pozostaltych przypadkach

n=1

moéwimy, ze szereg jest rozbiezny. Sumg szeregu zbieznego nazywamy granice lim S,
n—oo

i oznaczamy ja tym samym symbolem co szereg

oo
E ap, = lim S,.
n—oo

n=1

22
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o0 o0
n-tq resztq szeregu zbieznego Zan nazywamy liczbe R, = Z ar. Analogicznie
n=1 k=n+1

o0 n
definiuje sie szereg Z an, gdzie ng € Z, jego sume czesciowa S, = Z ar dlan > ng

n=ng k=no

o0
oraz sume E ar= lim S,.
n—oo

k:no
Uwaga. Jezeli szereg ma wyrazy nieujemne, to jest zbiezny albo rozbiezny do co.

Cwiczenie 1.4. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznosé podanych szeregéw. Dla sze-
regéw zbieznych wyznaczy¢ ich sumy:

@Y (i) O e © im (1+3);

n=1

- 1 o= dn?+2n—1 — . ™
(d);\/2n+1+\/2n_1§ (Q)ZW, (f*)ZSln[(Qn—l)Z]

n=1
TWIERDZENIE 1.5. (o zbieznosci kombinacji liniowych szeregéw)

Niech szeregi Z G, Z b, beda zbiezne oraz niech «, 3 € R. Wtedy

n=1 n=1

Z(aan—i—ﬂbn) :aZan—l—ﬂan.
n=1 n=1

n=1

FAKT 1.6. (o grupowaniu wyrazéw szeregu zbieinego)
Szereg zbiezny z pogrupowanymi w dowolny sposéb wyrazami ma te samg sume co
szereg wyjsciowy.

Uwaga. Nie wolno grupowaé wyrazéw szeregu rozbieznego, gdyz mozna otrzymac sze-
regi zbiezne o réznych sumach. Np.:

(11)+1+111+1+1+1111+_0
2 2 2 2 3 3 3 3 3 3/ 7

ale

1 1 1 1 1+1 1 1 1 1+1+1 _1
2 2 2 2 3 3 3 333 ) 7
Nie jest dopuszczalna zmiana kolejnosci sumowania nieskonczenie wielu wyrazéw sze-
regu nawet dla szeregéw zbieznych. Np. szereg

11 1.1 1 1
e S

1,11
2 4 5 6 7 8 9 10 11

1
3
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ma sume In2, a po przestawieniu kolejnosci nieskonczenie wielu sktadnikéow otrzy-

mamy szereg

11 1.1 1 1
todts -+t =+,

1
1+ 257 47911 6

1

3
. 3 . N

ktéry ma sume 5 In 2. Zobacz takze Uwage po Definicji 3.4.

FAKT 1.7. (o zbieznodci szeregu geometrycznego)

Szereg geometryczny

o0
Zx":1+x+x2—|—...
n=0

jest zbiezny dla |z| < 1irozbiezny do oo dlaz > 1, a dla < —1 szereg jest rozbiezny.
Dla zbieznego szeregu geometrycznego mamy:

oo
E " =
n=0

Uwaga. Przyjmujemy tutaj umowe, ze dla x = 0in =0 mamy 2" = 1.

Cwiczenie 1.8. Korzystajac z powyzszego faktu zbadaé¢ zbieznoéé szeregéw (dla sze-
reg()w zbieznych podaé ich sumy):

oo 3 n+1 oo 32n+1
Z (0.999999)" (b) Y <_Z> ; () Y oanTa’

n=0 n=0
(d)i(gin—gn—ﬂl); <>nzo(f V- v3)', <ﬁ)i(w—)

Cwiczenie 1.9. Korzystajac z rysunku uzasadnié¢ réwnosé
1\' (! ? (! ’ L]
4 4 4 T

Cwiczenie 1.10. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci « € R, dla ktérych podane szeregi sa
zbiezne. Obliczy¢ ich sumy:
(a)l—a?4+a* —af+..; b e +e e

(c) cosz —2cos®z +4cos® v — 8cos* w + . ..

Wl

TWIERDZENIE 1.11. (warunek konieczny zbieznosci szeregu)

o0
Jezeli szereg Z an jest zbiezny, to lim a, = 0.
n—oo

n=1
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Uwaga. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Swiadczy o tym przyklad ciagu
o0

an = 1/n, gdzie n € N. Mamy bowiem lim (1/n) = 0, ale szereg Z (1/n), zwany
n—oo
n=1
szeregiem harmonicznym, jest rozbiezny do co. Powyzsze twierdzenie zapisane w row-

nowaznej postaci:
o0

jezeli hm an, # 0 albo lim a, nie istnieje, to szereg E an jest rozbiezny,
n—oo
n=1

stosujemy do uzasadniania rozbieznosci niektorych szeregow.

Cwiczenie 1.12. Korzystajac z powyzszej uwagi uzasadni¢, ze podane szeregi sa roz-

biezne:
= n+2 > n >
®) 2 Togn 17 2:: 00n2+1 © ;m 2_: \ 1000 166
(e)i AN (f)i T ()insml- (h)icosf
n=2 n , n=0 5“/_% 67L, © n=1 717 n=0 71.

2. Kryteria zbieznosci szeregow

TWIERDZENIE 2.1. (kryterium calkowe zbieznosci/rozbieznosci szeregow)
Niech funkcja f b(gdz1e nieujemna oraz merosn@ca na przedziale [ng, 00), gdzie ng € N.

Woéwczas szereg E f(n) i calka niewladciwa / f(x) dz sa jednoczesnie zbiezne albo
n=ng "o
rozbiezne do oo.

Y

) )

[ 1w " [rwas < S s

1 n=1

F(n)

1 2 3 4 n—1n T 1 2 3 4 n—1n T
Rys. 2.1. Ilustracja kryterium calkowego zbiezno$ci szeregdéw

Uwaga. Reszta szeregu, tj. wyrazenie R, = Z f (@), spelnia oszacowanie:
1=n+1

7f(x)dx <R, < 7f(a:)da:

n+1
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Prawdziwe jest takze analogiczne kryterium dla funkcji niedodatniej i niemalejace;.

Cwiczenie 2.2. Korzystajac z kryterium catkowego zbadaé zbieinosé szeregéw:

oo o0 oo

1 1 n arctgn
(a)n:13n+1, ();4n2+9, (C)n;@"z’ ();nz—i—l’
L 2" o~ V1 > 1
; f . . h* .
(e);nlnn’ ();16"—1’ (g)nz::ll—i-n7 ( )z::nlnnlnlnn

Cwiczenie* 2.3. Podaé przyklad szeregu i calki niewlasciwej $wiadczace, ze zalozenie
monotonicznosci funkcji w powyzszym twierdzeniu jest istotne.

FAKT 2.4. (0 zbieinosci szeregéw postaci Y =)
Szereg n=t
— 1 L
nilﬁ_ +2—p+¥+...

jest zbiezny dla p > 1 i rozbiezny do oo dla 0 < p < 1.

Cwiczenie 2.5. Korzystajac z powyzszego faktu wskazaé szeregi zbiezne:

@Y ;e © >
o0 1 o0 1 o0 1
DY o= @Y MY 10
Ly L Vmo 2

TWIERDZENIE 2.6. (kryterium pordwnawcze zbieznosci/rozbieznodci szeregdw)
Niech 0 < a, < b, dla kazdego n > ng. Wéwczas

o0 o0
(a) jezeli szereg Z by, jest zbiezny, to szereg Z ap réwniez jest zbiezny;

n=1 n=1
o0 o0
(b) jezeli szereg Z an jest rozbiezny do oo, to szereg Z b, réwniez jest rozbiezny
n=1 n=1

do co.

Uwaga. Analogiczne twierdzenie jest prawdziwe dla szeregéw o wyrazach niedodatnich.

Cwiczenie 2.7. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé szeregow:

=1 =1 . 2+sinn N n+1
OY . OX ey @Y T @
n=1 n=1 n=1 n=2

(e) Z arctzgn; (f) Znsin %; (g%) Z n. (h*) Z \S/ﬁtg%'
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TWIERDZENIE 2.8. (kryterium ilorazowe zbieino$ci/rozbieinosci szeregow)
Niech ay,, b, >0 (an,b, < 0) dla kazdego n > ng oraz niech

lim I =k, gdzie 0 < k < 0.

n—oo n

o0 o0
Wéwczas szeregi E an i E by, sa jednoczeénie zbiezne albo rozbiezne do oo (—00).
n=1 n=1

Uwaga. Przy wyborze wyrazéw b,, warto pamietaé, ze dla duzych n prawdziwe sa za-
leznoéci:

o1 1 o1 1 1 1 1 1
sin — ~ —%; arcsin — ~ —; arctg — ~ —; cos—~1——;
n o n n o n n n n 2n2
1 1 1 1\*
a® ~1+=Ina (a > 0); 1n<1—|——)~—; (1+—> ~1—|—£(p€]R).
n n n n n

W powyzszym twierdzeniu zalozenie, ze wyrazy a,, b, szeregéw sa dodatnie (ujemne)
jest istotne. Swiadczy o tym przyklad szeregéw

oo o0

D N, 1 =y
e S )

Mamy bowiem lim (a,/b,) = 1, podczas gdy pierwszy szereg jest zbiezny, a drugi
n—oo

n=

rozbiezny.

Cwiczenie 2.9. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznosé szeregdw:

> 93 —n2 +2 > 1 >, 3n —9n
(a) Y ———=—= (b)) —— (¢) ) =
2 T Py ey 2 73

(d) Z (1—005 E) (e) Zarcsm o () Z:lm,

n=1

€)Y (1—nsin%); () 30 B 3 (W5 -).

n=1 n=1 n=2

TWIERDZENIE 2.10. (kryterium d’Alembertal zbieinosci/rozbieinosci szeregéw)
Niech a,, > 0 dla kazdego n > ng oraz niech

. An 41
lim —*

n—oo  QAp

. . an
*Symbol a, ~ b, oznacza, ze lim = =1.
n—oo On

Jean le Roud d’Alembert (1717-1783), matematyk francuski.
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Wéwczas szereg Z an jest:
n=1

(a) zbiezny, jezeli ¢ < 1, (b) rozbiezny do oo, jezeli 1 < ¢ < 00

Uwaga. Dla ¢ = 1 kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga, czy szereg jest zbiezny. Np.

dla ciagéw a,, = 1/n? b, = 1/n mamy lim (a,i1/a,) = lim (b,y1/by) = 1, ale
IS IS n—oo n—oo

szereg Z 1/n2 jest zbiezny, a szereg Z 1/n jest rozbiezny do co. Jezeli dla kazdego
n=1 n=1

n > ng wyrazy szeregu spelniaja nieréwno$é a,y1/an, > 1, to szereg Zan jest

n=1

rozbiezny do co.

Cwiczenie 2.11. Korzystajac z kryterium d’Alemberta zbadaé zbieznosé szeregéw:
o0 o0
Z DI
— n!
o0

n=1 n:l n=1
Inn =\ 2" 4 3" 3"n' =, (2n)! (3n)!
f L By h* L7
oY oyXite @rih e LS

o0

3|N’
—
=
v

TWIERDZENIE 2.12. (kryterium Cauchy’egot zbieinosci/rozbieinosci szeregow)

Niech a,, > 0 dla kazdego n > ng oraz niech

lim a, =q.

n—oo

Wowczas szereg E an jest:
n=1

(a) zbiezny, jezeli ¢ < 1, (b) rozbiezny do oo, jezeli 1 < ¢ < o0

Uwaga. Dla ¢ = 1 takze kryterium Cauchy’ego nie rozstrzyga zbieznosci szeregu. Aby
to uzasadni¢ wystarczy rozwazy¢ szeregi z poprzedniej uwagi.

Cwiczenie 2.13. Korzystajac z kryterium Cauchy’ego zbadaé zbieinosé szeregéw:

WS wEEE S

= n=1 n=1

2
o0 nlOO o0 TL—‘,—2 n n
(d) 2o ; 2 <n+3) : 2} (arccos—) :

(g)gﬁ:f; (h)iln" <2+%); > [ < 1)}2%1.

¥ Augustin Louis Cauchy (1789-1857), matematyk francuski.

M

Mg
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Cwiczenie 2.14. Korzystajac z warunku koniecznego zbieznosci szeregdéw uzasadnié
réwnosci:

100 n
(a) lim m =0; (b) lim 5—' =0;
n—oo n—oo N!
@)t o e (B3n)(5n)!
(c) Jim == =00 (d%) lim e =0

3. Zbieznos$¢ bezwzgledna szeregéw

TWIERDZENIE 3.1. (Leibniza® o zbieinosci szeregu naprzemiennego)

Jezeli ciag (by,) jest nierosnacy od numeru ng € N oraz lim b,, = 0, to szereg naprze-

mienny e
Z(—l)n+1bn =by —by+bs—bs+...
n=1

jest zbiezny. Ponadto dla kazdego n > ng prawdziwe jest oszacowanie reszty szeregu:
n

|Ral = 18 = Sul =[5 =Y (=1 bi] < b,

i=1
o0
gdzie S oznacza sume szeregu E (—1)"1b,.
i=1
by
ba
b3

f i
I I
I |
| f |
| ! |
| ! |
I f I
I
I I
I
I I
I
I I
| |
| | | |
! | T | !
! I I | !
| | | | |
I I | I I
| I I I |
Il Il Il Il Il
0 Sa Sa S, S5 S3 S1
6 5 3

oo
Yo =nntle,

n=1

Rys. 3.1. Ilustracja twierdzenia Leibniza

Uwaga. Monotoniczno$é ciagu (b,) jest istotnym zalozeniem twierdzenia, gdyz np.

ciag b, = (24 (—=1)") /n spelia warunek lim b, = 0, ale szereg naprzemienny
n—oo

o0

Z(—U"an jest rozbiezny.

n=1

Cwiczenie 3.2. Korzystajac z kryterium Leibniza uzasadnié zbieznosé szeregdw:

= (—)" > ant2 Nt cosnm
(a);3n+1, (b) ;(—1) Y (C);—n\/ﬁ’

$Qottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), matematyk niemiecki.
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o0 o0

YR e () e e
n=1

Cwiczenie 3.3. Obliczy¢ sumy przyblizone szeregdéw ze wskazana doktadnoscia:
o0

1 1
n+1 _ . n _
- 6=01 (b) Zo(_l) — 0=0.00L

HM

Definicja 3.4. (zbieinosé bezwzgledna szeregu)
o0
Moéwmy, ze szereg Z an jest zbiezny bezwzglednie, gdy szereg Z |an| jest zbiezny.
n=1 n=1

Uwaga. Kryteria d’Alemberta i Cauchy’ego zapewniajace zbiezno$¢ szeregu gwaran-
tuja jednoczednie zbieznosé bezwzgledna. Szereg zbiezny bezwzglednie jest zbiezny do
tej samej sumy przy dowolnym przestawieniu wyrazow.

Cwiczenie 3.5. Zbada¢ zbieznosé¢ bezwzgledna szeregdw:

= (—2)" 1)ntt o [1—2n\"
W2 CF ox S oX ()
D D O S SR AR () S D

TWIERDZENIE 3.6. (o zbieinosci szeregow zbieznych bezwzglednie)

Jezeli szereg jest zbiezny bezwzglednie, to jest zbiezny.

Uo\évaga. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Swiadczy o tym przyklad szeregu
z:(—l)"Jrl /m, zwanego szeregiem anharmonicznym, ktory jest zbiezny, ale nie jest
Zk:)ileiny bezwzglednie.

Cwiczenie 3.7. Korzystajac z twierdzenia uzasadnié, ze podane szeregi sg zbiezne:

. T
> n+1 =, sm (§+n7r) > n =, cosnm
—1)"———— (b —_— -)"—; (d —_—
(a);( i (); 2 (C);( )" 3 ();nlngn

Definicja 3.8. (szereg zbiezny warunkowo)

Szereg zbiezny, ktéry nie jest zbiezny bezwzglednie, nazywamy zbieznym warunkowo.
Cwiczenie 3.9. Zbadac¢ zbieznosé¢ warunkows szeregow:

= (=1 =\ cosnm = (1)t
W G X @

n=1

WY E oy (—ﬁ) (t nfj(—l)" (1-cos2).

n=1
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TWIERDZENIE 3.10*. (Riemanna¥ o sumie szereqgu warunkowo zbieinego)

W szeregu warunkowo zbieznym mozna w ten sposéb przestawié¢ wyrazy, aby jego
suma byla z géry zadana liczbg rzeczywista oraz tak, aby szereg byt rozbiezny do
—o0 lub co.

4. lloczyn szeregow*

Definicja 4.1. (iloczyn szeregéw)

o0 o0 o0
Tloczynem szeregow Z G, Z b, nazywamy szereg Z Cn, ktoérego n-ty wyraz ma

n=0 n=0 n=0
postac

n
Cn = agby, + a1bp_1 + ...+ anbg = Z agbn—r, gdzien=20,1,2,...
k=0

Uwaga. Uzasadnieniem takiego okreslenia iloczynu szeregbéw liczbowych jest nastepu-
o0 o0

jace rozumowanie. Rozwazmy szeregi potegowel Zanx", anx", gdzie x € R.

n=0 n=0
Tloczyn tych szeregéw (wyznaczony formalnie, tak jak iloczyn wielomianéw) ma po-

staé
(ao—|—a1x—|—a2x2—|—...) . (b0+blaz+b2m2—|—...) =co+cx+ex®+. ..,
gdzie
co = apbo, c1 = apb1 + aiby, c2 = apba + a1b1 + azbo,
Przyjmujac w otrzymanej tozsamosci x = 1 dostaniemy okreslenie iloczynu szeregdéw
liczbowych. Wprowadza si¢ takze inne definicje iloczynu szeregéw.

Cwiczenie 4.2. Obliczy¢ iloczyny par szeregéw:

o0 1 oo 1 oo 1 oo (_1)77.
(a)ZO2_nv 202_717 (b) Zog_nv ZO 3n ;

=1 > 4n n+l = n+l
(C) Z a’ Z H; (d*) Z n2n ) Z :_2)77, :
n=0 n=0 n=0 n=0

TWIERDZENIE 4.3. (Cauchy’ego)

o0 o0 o0

Jezeli szeregi Z Qn, Z bn, sa zbiezne bezwzglednie, to ich iloczyn Z cn, takze jest
n=0 n=0 n=0

zbiezny bezwzglednie oraz zachodzi réwnosé

Do (S ()

n=0

TBernhard Riemann (1826-1866), matematyk niemiecki.
I Zobacz §3.3.
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vn+1 vn+1

rozbieznym, mimo ze kazdy z czynnikéw jest szeregiem zbieznym.

— (3" — (3\" on _ on_
Cwiczenie* 4.5. Pokazadé, ze iloczyn <1 — Z <§> )-(14—2 (5) (2" -2 1))

n=1 n=1
jest szeregiem zbieznym, mimo ze kazdy z czynnikéw jest szeregiem rozbieznym.

B o) _1)n 0 _1)n
Cwiczenie* 4.4. Pokazaé, ze iloczyn (Z (=1 ) . (Z (=1 ) jest szeregiem
n=0 n=0

5. Ciagi funkcyjne

Definicja 5.1. (cigg funkcyjny)
Cliggiem funkcyjnym na zbiorze X C R nazywamy ciag (f,), ktérego wyrazami sa

funkcje
fn: X—R (neN).

Przyktad 5.2. Na rysunkach przedstawiono wykresy kilku poczatkowych wyrazéw pew-
nych ciagéw funkcyjnych:

Y Y fafs f2 fi
f1
f2
f3
-1 fa X T
X 1 @ X
fulz) = E, X =[-1,1] fn(z) =sinnz, X =0,
n

Cwiczenie 5.3. Narysowa¢ wykresy kilku poczatkowych wyrazéw ciagéw funkeyjnych:

(a) fulz) = 2", X = [0,1]; (b) fulz) = %sinx, X = [0, 2],

1

4
ZM’X:R; (d) fu(z) = m_E,XZ[ll,oo).

(c) fu(x)
Definicja 5.4. (zbieinosé punktowa ciggu funkcyjnego)

Moéwimy, ze ciag funkcyjny (f,) okreslony na zbiorze X jest zbiezny w punkcie xg € X,
jezeli ciag liczbowy (fy, (z0)) jest zbiezny. Zbiér wszystkich punktéw, w ktérych ciag
funkcyjny jest zbiezny, nazywamy obszarem zbieznosci tego ciagu. Moéwimy, ze ciag
funkeyjny (fy) jest zbiezny punktowo do funkcji f na zbiorze Y C X, jezeli dla kazdego
x € Y zachodzi réwnosé

Tim fu(e) = f ().

Funkcje f nazywamy wtedy granicg punktowg lub krétko granica ciggu funkcyjnego
(fn) na zbiorze Y.
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Y

A

f2 (zo0) 1
f1 (zo) 1

Rys. 5.1. Ilustracja zbieznosci w punkcie ciaggu funkcyjnego

Cwiczenie 5.5. Znalezé granice oraz obszary zbieznosci ciggéw funkeyjnych:

(a) fulz) =", X =[0,1]; (b) fala) = ——. X =[0,00);

(©) fulz) = In (a: + %) X = (0,00 (d) fulz) = VTTam, X = [0,2;

Tdla|z|<n
© hio = {; 'm0 =
0 dla || > n, X = R: 1 dla%<x,X=[0,00);

() fulx) = (-1)"z, X =R; (h*) fn(x) = sin (mnlz), X =R.

Definicja 5.6. (zbicznosé jednostajna ciggu funkcyjnego)

Moéwimy, ze ciag funkcyjny (fy,) okreslony na zbiorze X jest zbiezny jednostagnie do

funkcji f na zbiorze Y C X, co zapisujemy f, —= f, jezeli dla dowolnej liczby
Y

dodatniej € mozna dobraé taka liczbe naturalng ng, iz nieréwnosé |f,(z) — f(z)| < e
bedzie prawdziwa dla kazdego n > ng i wszystkich z € X.
Yy

e )=

= | fng ()

X

Rys. 5.2. Tlustracja zbieznosci jednostajnej ciaggu funkcyjnego
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Uwaga. Geometrycznie zbieznos¢ jednostajna ciagu funkcyjnego oznacza, ze w dowol-
nym pasku epsilonowym otaczajacym wykres granicy znajduja si¢ prawie wszystkie
wykresy wyrazéw ciagu (rysunek). Latwo zauwazyé, ze funkcja, ktéra jest granica
jednostajng ciggu funkcyjnego, jest jednoczesnie granica punktowa tego ciagu. Stwier-
dzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Swiadczy o tym ciag z Cwiczenia 5.7 (c).

Cwiczenie 5.7. Korzystajac z definicji zbadaé jednostajna zbieznosé podanych ciagow
funkcyjnych do wskazanych funkcji na okreslonych zbiorach:

sinx
(a) fule) = S5, f@) =0, ¥ =[0,27];

(b) fulz) = 2", f(z) =0,Y = [-1/2,1/2];

(c) fu(z) = 2", f(x) = {(1) gﬁ giff Loy- [0,1];
(d) fal®) = ——, f(&) ==, Y =[0,1/2].

nr+ 1

Cwiczenie 5.8. Wyznaczy¢ granice punktowe podanych ciggéw funkcyjnych. Nastep-
nie, korzystajac z definicji, zbada¢ jednostajng zbiezno$é tych ciagdéw na wskazanych
zbiorach:

(a) fo(z) = nn——fl’ Y =R; (b) fulx) = <1 + %) 22 Y = [1,10];
(c) fu(x) = cos % Y = [0, 27]; (d) fu(z) =2™(1 —2),Y =1[0,1/2].

FAKT 5.9. (warunek jednostajnej zbieznosci ciggu funkcyjnego)

Ciag funkcyjny (f,) jest zbiezny jednostajnie do funkcji f na zbiorze Y wtedy i tylko
wtedy, gdy ciag liczbowy (a,, ), okreslony wzorem

an = sup{[fu(z) - f(z)| : €Y},

jest zbiezny do 0.

Cwiczenie 5.10. Wyznaczy¢ granice punktowe podanych ciagéw funkeyjnych. Nastep-
nie korzystajac z powyzszego faktu zbadac jednostajna zbieznosé tych ciagéw na wska-
zanych zbiorach:

nxr 3 nxr

(a) fn(ﬁ):m,Y:R; (b) fn(x)zm,Y:[O,oo),
(©) fulw) =[22 4 -5,V =R; (@) folz) = 2" — 22", ¥ = [0,1];
(e) fn(z) =sin (a: + %), Y =0, 2n]; () fo(z)=2"(1—-2)", Y =]0,1].

Cwiczenie 5.11. Zalézmy, ze ciagi funkcyjne (f,) i (gn) sa zbieine jednostajnie na
zbiorze Y odpowiednio do funkcji f i g.
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(a) Pokazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych « i 8 ciag funkcyjny (afn + 5gn)
jest zbiezny jednostajnie do funkcji af + Bg na Y.

(b) Czy ciag funkeyjny (fngn) jest zbiezny jednostajnie do funkcji fg na Y7

TWIERDZENIE 5.12. (Diniego™ o zbieznosci jednostajnej ciggu funkcyjnego)

Niech funkcje f, (n € N) beda ciaglte na przedziale [a,b]. Ponadto niech granica
punktowa f ciagu funkcyjnego (f,) bedzie funkcja ciagla oraz dla kazdego x € [a, b].
Niech ciag liczbowy (f,(x)) bedzie nierosnacy (niemalejacy). Wtedy ciag funkcyjny
(frn) jest zbiezny jednostajnie do f na przedziale [a, b].

Cwiczenie 5.13. Korzystajac z twierdzenia Diniego pokazaé, ze podane ciggi funkcyjne
sa zbiezne jednostajnie do wskazanych granic:

(@) fu(z) =e ", f(z) =0, [a,b] = [1,100];

(b) fu(z) = arcctg%, flz) = g, [

a, b =[-1,1].
TWIERDZENIE 5.14. (o cigglosci granicy ciggu funkcyjnego)

Niech f bedzie granica ciagu funkcyjnego (f,) na przedziale I. Jezeli na tym prze-
dziale: funkcje f,, sa ciagle oraz ciag (f,) jest zbiezny jednostajnie, to funkcja f jest
ciagla na I.

Uwaga. W powyzszym twierdzeniu nie mozna zrezygnowac z zalozenia zbieznosci jed-
nostajnej. Wynika to z ponizszego przyktadu.

Przyktad 5.15.
Niech (f,) bedzie ciagiem funkcji ciaglych na R okreslonych wzorem:

1”?4 fsf2 f
-1 dla z< —%,
fulz) = bln? dla - <z < %, - _é_% 11 M
1 dla — <=
11

Granica tego ciagu jest funkcja f(x) = lim f,(z) = sgn(z). Funkcja ta nie jest

n—oo

jednak ciagta w 0.

Cwiczenie 5.16. Pokazaé, ze podane ciggi funkcyjne nie s zbiezne jednostajnie do
wskazanych funkcji na zadanych przedziatach:

**Ulisse Dini (1845-1918), matematyk wtoski.
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0 dla |z| < 1,

I=[-1,1];
1 dla |z| =1,

(a) fo(z) = 2", f(x) = {
(b*) fn(x) = %arctgnx, f(z) = sgn(x), I =[-1,1].

Cwiczenie 5.17. Wyznaczy¢ granice punktows ciagu funkcyjnego

e —1
falw) = Sy

Czy ten ciagg jest zbiezny jednostajnie na R?

TWIERDZENIE 5.18. (o rézZniczkowalnosci granicy ciggu funkcyjnego)

Niech f bedzie granica ciagu funkcyjnego (f,) na przedziale I. Jezeli na tym prze-
dziale funkcje f/ sa ciagle oraz ciag (f},) jest zbiezny jednostajnie, to funkcja f jest
rézniczkowalna oraz dla kazdego x € I zachodzi réwnosé

fl(@) = lim f(2).
n— 00
Uwaga. Innymi stowy, pochodna granicy ciagu funkcyjnego jest réwna granicy po-
chodnych jego wyrazdéw.

Cwiczenie 5.19. Pokazaé, ze ciag funkcyjny folz) = % jest zbiezny jednostajnie
n

do funkeji f = 0 na R, jednakze ciag (f},) nie jest zbiezny do f' = 0 nawet punktowo.

TWIERDZENIE 5.20. (o calkowalnodci granicy ciggu funkcyjnego)

Niech f bedzie granica ciagu funkcyjnego (f,) na przedziale [a,b]. Jezeli na tym
przedziale funkcje f,, sa calkowalne oraz ciag (f,,) jest zbiezny jednostajnie, to funkcja
f jest calkowalna oraz zachodzi réwnosé

b

b
/f(a:) dx = nlin;o fn(x) dx.

a

Uwaga. Innymi stowy, catka granicy ciagu funkcyjnego jest réwna granicy calek jego
wyrazéw. W powyzszym twierdzeniu nie mozna zastapié zbieznosci jednostajnej zbiez-
noscia punktowa. Ilustrujg to ciagi funkcyjne w ponizszym ¢éwiczeniu.

Cwiczenie 5.21. Pokazaé, ze ciggi funkcyjne o podanych wyrazach sa zbiezne punk-
towo na przedziale [0, 1] do funkcji f = 0:

1
2z dla 0 <z < —,
2n

(a) fo(z) = ¢ 2n —2n2z dla 2i <z < l, (b) fulz) = nae "
n n

1
0da - <z<I;
n
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Uzasadnié, ze dla zadnego z tych ciagdéw nie zachodzi réwnosé
1 1

lim [ f.(z)dx = /f(x) dx.

n—oo

0 0

6. Szeregi funkcyjne

Definicja 6.1. (szereg funkcyjny, suma czedciowa szeregu)

Szeregiem funkcyjnym na zbiorze X C R nazywamy wyrazenie postaci

(@) + f2(2) + fa(z) £+

o0

zapisywane takze w formie Z fn(x), gdzie (f,) jest ciagiem funkcyjnym na X. Funk-
n=1

cje fn nazywamy n-tym wyrazem, a funkcje

Sn(@) = f1(@) + fa(@) + fa(2) + ..+ fule) = Y fulw)
n-tg sumg czeSciowq szeregu.

Uwaga. Zamiast Z fn(x) bedziemy pisali krétko Z fn. Wskaznik sumowania szeregu

n=1 n=1
funkcyjnego moze rozpoczynac sie od dowolnej liczby naturalnej albo od zera.

Przyktad 6.2. Przyklady szeregéw funkcyjnych:

(a) Z %W; (b) Z(?)x -2)" (c) Z In (14 nx);
n=1 n=0 n=1

(d) Z V| sinz|; (e) Z Vn — 5cosx; () Z n=".
n=2 n=>5 n=1

Definicja 6.3. (zbicznosé punktowa i jednostajna szerequ funkcyjnego)

o0
Moéwimy, ze szereg funkcyjny Z fn jest zbieiny w punkcie, jezeli w tym punkcie jest
n=1
zbiezny ciag jego sum cze$ciowych (S,,). Zbiér punktéw, w ktérych szereg funkcyjny
jest zbiezny, nazywamy obszarem zbieinosci. Sumg szeregu funkcyjnego na obszarze
zbieznosci nazywamy granice lim S, (x) i oznaczamy ja tym samym symbolem co
n—oo
szereg. Zatem
o0
> falz)= lim S, (x).

n— o0
n=1
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Méwimy, ze szereg funkcyjny jest zbieiny punktowo na zbiorze, jezeli na tym zbiorze
ciagg jego sum czeSciowych jest zbiezny punktowo. Podobnie méwimy, ze zbieznosé
szeregu jest jednostajna na zbiorze, jezeli na tym zbiorze ciag jego sum cze$ciowych
jest zbiezny jednostajnie.

o0
Uwaga. Inaczej méwiac, szereg funkcyjny Z fn jest zbiezny w punkcie xzq, jezeli

n=1

o0
zbiezny jest szereg liczbowy Z fn (x0) . Zatem obszar zbieznoéci szeregu funkeyjnego,

n=1

oo

to zbior tych punktéw g, w ktérych szereg liczbowy Z fn (x0) jest zbiezny. Do bada-
n=1

nia zbieznosci punktowej szeregdéw funkcyjnych mozna stosowaé kryteria Cauchy’ego,

d’Alemberta, czy tez kryteria poréwnawcze lub ilorazowe sformulowane wczesniej dla
szeregow liczbowych.

Cwiczenie 6.4. Wyznaczy¢ obszary zbieznoéci szeregéw funkeyjnych:

a) Z(a: + 1) (b) Z e " (c) Z 2" sin 3%;
n=1 n=0 n=1
— n n — z" — <
(d) Z ($ —x +1); (e) m (f) Z m
n=1 n= n=1

1
Znalez¢ sumy szeregéw (a), (b), (d).

Cwiczenie 6.5. Pokaza¢, ze jezeli szereg funkcyjny Z fn jest jednostajnie zbiezny na
n=1

zbiorze, to ciag funkcyjny (f,) jest w tym zbiorze jednostajnie zbiezny do funkcji

tozsamosciowo réwnej zero.

Definicja 6.6. (zbicznosé bezwzgledna szeregu funkcyjnego)
o0

Moéwimy, ze szereg funkcyjny Z fn jest zbiezny bezwzglednie w punkcie zg, gdy
n=1

oo

zbiezny jest szereg liczbowy Z | fr (x0)| . Zbiér punktéw, w ktoérych szereg funkeyjny
n=1

jest zbiezny bezwzglednie, nazywamy obszarem zbieznosci bezwzglednej.

Uwaga. Podobnie jak dla szeregéw liczbowych, ze zbiezno$ci bezwzglednej szeregu
funkcyjnego w pewnym obszarze wynika jego zbiezno$¢ punktowa w tym obszarze.

Cwiczenie 6.7. Znalezé obszary zbieznosci bezwzglednej szeregéw funkeyjnych:

o0 o0 77.

1 5 an —
a)zx_n; (b)Z(x _4) ; Z2n+3n7 Z $+TL

n=1 n=0 n=1
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TWIERDZENIE 6.8. (Weierstrassa o zbieznosci jednostagnej szeregu funkcyjnego)
o0
Niech wyrazy szeregu funkcyjnego Z fn spelniaja dla dowolnego n > ng oraz kazdego
n=1

o0
z € X warunek |f,(z)| < a, oraz niech szereg liczbowy Z ap, bedzie zbiezny. Wtedy
- n=1
szereg funkcyjny Z fn jest zbiezny bezwzglednie i jednostajnie na zbiorze X.
n=1
Uwaga. Stosujac powyzsze twierdzenie zwykle przyjmuje sie, ze

an =sup{|fn(z)]: x € X}.

Cwiczenie 6.9. Korzystajacz twierdzenia Weierstrassa uzasadni¢ zbieznoéé bezwzgledna
i jednostajna podanych szeregéw funkcyjnych na wskazanych zbiorach:

>, sinnz > 2n g2 > T
— R b — R; — R;

(d) Z ;LI’ [O’OO); (e) an arc tgna, (_171); (f) Zeim, [1,00)

n=1

S

na prze-

r+n

o0
. -1
Cwiczenie 6.10. Zbadad zbieznosé jednostajna szeregu funkcyjnego E (=1
n=1

dziale [0, 00).

Cwiczenie 6.11. Korzystajac z twierdzenia Diniego uzasadni¢, ze jezeli wyrazy szeregu
funkcyjnego sa nieujemne i ciggle na przedziale domknietym, a suma szeregu jest
funkcja ciagla, to szereg jest zbiezny jednostajnie na tym przedziale.

TWIERDZENIE 6.12*. (Abela't o zbieinosci jednostajnej szerequ funkcyjnego)

Niech funkcje f, oraz g, (n € N), beda okreslone na przedziale I. Przy czym szereg
o0

funkeyjny Z fn bedzie zbiezny jednostajnie na I, a dla kazdego = € I ciag (gn(x))
n=1

bedzie nierosnacy (niemalejacy). Ponadto niech istnieje stala M taka, ze dla wszyst-

kich n € N oraz « € I zachodzi nier6wno$é |g,(z)| < M. Wowczas szereg funkcyjny

o0
Z fngn jest zbiezny jednostajnie na przedziale I.

n=1

Cwiczenie* 6.13. Korzystajac z twierdzenia Abela uzasadnié¢ zbiezno$é jednostajna
podanych szeregéw funkcyjnych na wskazanych przedzialach:

03 (1+2) [0, ﬂ Y xf/fl, 2, 00).

n=1

TTNiels Henrik Abel (1802-1829), matematyk norweski.
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TWIERDZENIE 6.14*. (Dirichletat* o zbieinosci jednostajnej szeregu funkcyjnego)

Niech funkcje f, oraz g, (n € N), beda okreslone na przedziale I. Przy czym ciag
(gn) bedzie zbiezny jednostajnie na I do funkcji g = 0 oraz dla kazdego = € I ciag
liczbowy (gn(z)) bedzie nierosnacy (niemalejacy). Ponadto niech istnieje stala M > 0
taka, ze dla kazdego n € N oraz x € I zachodzi nieréwnosé

Ifi(x) + fo(x) + ...+ fu(x)| < M,

oo
Wowezas szereg funkcyjny Z fngn jest zbiezny jednostajnie na przedziale I.

n=1

Cwiczenie* 6.15. Korzystajac z twierdzenia Dirichleta uzasadni¢ zbieznosé jednostajna
podanych szeregéw funkcyjnych na wskazanych zbiorach:

= (=) 0. 211 b = COS%TW R . sinnz 7
@ it 0¥ WX R O XSS (6]

n=2 n=1 n=1

TWIERDZENIE 6.16. (o cigglosci sumy szeregu funkcyjnego)

o0
Jezeli na przedziale I funkcje f,, (n € N) sa ciagle oraz szereg funkcyjny Z fn jest
n=1
zbiezny jednostajnie, to jego suma jest funkcja ciagla na tym przedziale.

Uwaga. Innymi stowy, mozna przestawiaé¢ operacje przechodzenia do granicy z operacja
sumowania

wlinmlo <nz_:1 fn($)> 2:: <$£rélo fn( ) , gdzie zp € I.

Cwiczenie 6.17. Uzasadnié¢, ze sumy podanych szeregéw funkcyjnych sg funkcjami
ciggltymi na wskazanych przedziatach:

> 1 =~ T 11 >\ cosna
(a);m,[ﬂ,oo); (b)nz::ll’ arctgﬁ, {—575} (C);T,R;

@3 5 22 (0 Y S 010 () Y 2tg o, [-2,2).

n=1 n=0

oo

Cwiczenie 6.18. Pokazaé, ze szereg funkcyjny Z {nxe*"”” —(n— l)xe*("*l)m} nie
n=1

jest jednostajnie zbiezny na przedziale [0, 1], niemniej jednak jego suma jest funkcja

ciaggla.

HPpeter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), matematyk niemiecki.
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Cwiczenie 6.19. Nicch fi(z) =z, fu(z) = > Vz— >z, dlan > 2orazz € [-1,1].

Uzasadnié, ze szereg funkcyjny Z fn nie jest jednostajnie zbiezny na przedziale

n=1

[-1,1].
TWIERDZENIE 6.20. (o rézniczkowalnosci sumy szeregu funkcyjnego)

o0
Jezeli na przedziale I funkcje f! (n € N) sa ciagle, szereg funkeyjny Z 1} jest zbiezny

n=1

o0 o0
jednostajnie, a szereg funkcyjny Z fn jest zbiezny punktowo, to suma szeregu Z In
n=1 n=1
jest funkcja rézniczkowalna na tym przedziale oraz dla kazdego x € I zachodzi réwnosé

n=1 n=1

Uwaga. Innymi stowy, pochodna sumy szeregu funkcyjnego jest réwna sumie pochod-
nych jego wyrazow.

Cwiczenie 6.21. Uzasadnié¢, ze sumy podanych szeregéw funkcyjnych sg funkcjami
rézniczkowalnymi na wskazanych przedziatach:

= 1 2"
—1)" , 0’ ; b —_—, 3,4 .
(a) ;:1:( )i 0,000 ( ),?:11”" [3:4)
Cwiczenie 6.22. Pokazaé, ze suma f(z) szeregu funkcyjnego nEZI YT jest funk-

cja rézniczkowalna na przedziale (0, 00). Obliczyé f(1).

TWIERDZENIE 6.23. (o calkowalnodci sumy szeregu funkcyjnego)

o
Jezeli na przedziale [a,b] funkcje f, (n € N) sa calkowalne oraz szereg Z fn jest
n=1
zbiezny jednostajnie, to jego suma jest funkcja catkowalna na tym przedziale oraz

zachodzi réwno$é , ,
/ <Z fn(a:)> dx = Z /fn(x) dx.
a n=1 n=1 w

Uwaga. Innymi stowy, calka sumy szeregu funkcyjnego jest réwna sumie calek jego
wyrazow.

o0
Cwiczenie 6.24. Pokazaé, ze suma szeregu Z ne~

n=1

In3 o
/(Zne"”> dx.
n=1

In2

n.

* jest funkcja ciagla na przedziale

(0, 00). Obliczyé¢
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7. Szeregi potegowe

Definicja 7.1. (szereg potegowy)
Szeregiem potegowym o srodku zp € R i wspélezynnikach ¢, € R (n = 0,1,2,...),
nazywamy szereg funkcyjny postaci:

ch(x—xo)n:co—i—cl(x—x0)+02(x—x0)2—|—... , gdzie x € R.

n=0
Uwaga. W tym paragrafie przyjmujemy umowe, ze (z — z0)” =1 dla = .

Definicja 7.2. (promien zbieznosci szeregu potegowego)

o0
Promien zbieznodci R szeregu potegowego Z en (x — 20)" okreSlamy wzorem:
n=0
0, gdy lim {/|cn| = oo,
n—oo
1 —
R={ ————, gdy 0<lim {/|c,| < oo,
n—oo

o0, gdy lim /|c,| = 0.

n—oo

Uwaga. Promien zbieznosci szeregu moze by¢ obliczany takze ze wzordw:

Cn

R = lim R = lim

)
n—oo n C n—oo
mn

)

Cn+1
o ile te granice istnieja.

Cwiczenie 7.3. Wyznaczy¢ $rodki, wspélezynniki oraz obliczy¢ promienie zbieznosci
szeregoéw potegowych:

@3 (5) @ T @Y G

n=0 n=0
& " > (_x)n &

d - - . . f N4 — )"

m;mﬁw @;n_ m;< )™
> : 1 n, - n,_.3n. : = n x2n

(g%) nz::lsmg(x—i—l) ; (b*) ;5 2" (i*) ;(—1) o
TWIERDZENIE 7.4. (Cauchy’ego-Hadamarda*) 00
Niech R (0 < R < c0) bedzie promieniem zbieznosci szeregu potegowego Z en (z— )",

n=0

Wtedy szereg ten jest:

*Jacques Hadamard (1865-1963), matematyk francuski.
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(a) zbiezny bezwzglednie w kazdym punkcie przedziatu (zg — R, zo + R);
(b) zbiezny jednostajnie na kazdym przedziale [xg — r, 2 + 7], gdzie 0 < r < R;
(c) rozbiezny w kazdym punkcie zbioru (—oo,zg — R) U (zo + R, 00) .

Uwaga. Na koncach przedzialu (zo — R, xo + R) szereg potegowy moze by¢ zbiezny
lub rozbiezny. Jezeli R = 0, to szereg potegowy jest zbiezny jedynie w punkcie zg.
Jezeli R = oo, to szereg potegowy jest zbiezny bezwzglednie na catej prostej.

szereg rozbiezny ? szereg zbiezny ? szereg rozbiezny
N N N
4 hd hd N
® | O
ro — R o 0+ R x

Rys. 7.1. Tlustracja twierdzenia Cauchy’ego-Hadamarda

Definicja 7.5. (przedzial zbieznodci szeregu potegowego)
o0
Zbiér tych = € R, dla ktérych szereg potegowy Z cn (x —0)" jest zbiezny, nazy-

n=0
wamy przedziatem zbieznosci szeregu.

Uwaga. Przedzial zbieznosci szeregu potegowego moze mieé tylko jedna z postaci:

{@o} (zo—R,zo+R) [zo—R,z0+R)
. —o0 | O—m —e | O
Zo zo—R xo ro+R xo—R xo zo+R
(zo—R,zo+R] [zo—R,z0+R)] (—o0, 00)
— ! -~ —e | — o -
xo—R xo zo+R ro—R x0 zo+R —00 +oo

Cwiczenie 7.6. Znalezé przedzialy zbieznosci szeregéw potegowych:

Z (- 2)" Z n+1ﬂ, (C)Z(zi%;
@ 2=

1)2n+1 o 2n

ZJ W’ ™) 20" Gy

nln n’

Cwiczenie 7.7. Poda¢ przyklad szeregu potegowego, ktérego przedzialem zbieznosci
jest:

(a) [0,4);  (b) (=2,0);  (¢) [=3,3]; (d) R; (e*) {e}.
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Definicja 7.8. (szereg Taylora' i Maclaurinat)

Niech funkcja f ma w punkcie z¢ pochodne dowolnego rzedu. Szereg potegowy

5 I00) (o = (o) L0 (o gy L) (e
| 1!
n=0 ’ '

n 2!

nazywamy szeregiem Taylora funkcji f o érodku w punkcie xg. Jezeli g = 0, to szereg
ten nazywamy szeregiem Maclaurina.

Uwaga*. Ze zbieznosci szeregu Maclaurina funkcji nie wynika, ze jego suma jest réwna
tej funkcji. Np. dla funkcji

f(x):{ e_m% dla x«#0

0 dla z=0
(n) : - f(n) ©) .
mamy f"(0) =0, gdzie n € NU {0}, ale f(z) # Z = 0.
n=0 ’

Cwiczenie 7.9. Wyznaczy¢ szeregi Taylora dla podanych funkcji o érodku w punkcie
Tro = 1:
1 x

(@) f@) == ) f@)=(@+Des (@ f@)=5 (@) f@)= .

T

TWIERDZENIE 7.10. (o0 rozwijaniu funkcji w szereg Taylora)

Jezeli funkcja f ma na otoczeniu O punktu zy pochodne dowolnego rzedu oraz dla
kazdego = € O spelniony jest warunek lim R, (z) =0, gdzie

n—oo

F(e)

Bn(z) = n!

(x — x0)"

oznacza n-ta reszte we wzorze Taylora dla funkcji f, to
> £(n)
flx) = Z F1 (o) (x —x0)" dla kazdego z € O.

Uwaga. W zalozeniach punkt ¢ zalezy od n i od x. Zamiast tego zalozenia mozna
przyjacé, ze wszystkie pochodne funkcji f sa wspélnie ograniczone, tzn. istnieje liczba
dodatnia M taka, ze

’f(") (x)’ < M dla kazdego n € NU {0} oraz dla kazdego = € O.

Cwiczenie 7.11. Pokazaé, ze dla kazdego = € R mamy:
2 2 4
e _q14 % T . 1, r
(a) e _1+1!+2!+..., (b) cosz =1 51 T
"Brook Taylor (1685-1731), matematyk angielski.
#Colin Maclaurin (1698-1746), matematyk szkocki.
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Szeregi Maclaurina niektérych funkcji elementarnych
1 o0
. 1_x:nz:%a:"=1+a:+x2+x3+... dla |z| < 1;
e " $2 3
¢ :ZJH:1+1'+—+§+ . dlaz eR;
. _ - (_1)11 2n+1 __ 3:3 335 337 .
.Slnﬁ—me —f-y-’-a—?-’— dlaxel&
n=0
B oo (_1)11 on $2 $4 6
°cosx—z(2n)'x —1—5—1—?—6—1— dla x € R;
n=0
oo —1)" 2 3 4
o1n(1+x):Z(n+)1x”+1:x—%+%—z+ dla —1<2z<1;
n=0
X 2nl 3 5 7
. bhmzz%(%b_’_l)!—m—i—?—i—a—i-?—i- dla z € R;
0 2n 332 334 6
-cha::;)@n)!— §+_+E+ dlaz € R
> —1)...(p—n+1
. (1+$)P:Z<Z)x" dla |z| < 1, gdzie <z> :p(p ) n$p nt ),pER.
n=0 ’

TWIERDZENIE 7.12. (o jednoznacznosci rozwiniecia funkcji w szereg potegowy)
o0

Jezeli f(z) = Z cn (x — m9)" dla kazdego = z pewnego otoczenia punktu zg, to
n=0

f(n) (z0)

dlan=0,1,2,... .
n!

Cp =

Uwaga. Inaczej méowiac, jezeli na otoczeniu punktu funkcja jest suma pewnego szeregu
potegowego, to jest to jej szereg Taylora.

Cwiczenie 7.13. Dla podanych funkcji obliczyé¢ wskazane pochodne:
x

() f@) = =5 SO (0) () fla) = 55 FUO0);
© 10 = g 1090 (@) fla) =7, fE(0)
(%) f(a) = e sina,  190(0); () () = 5 SO,

x24+2x -3’
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(g*) f(z) = e"sinzcos 3z, f19(0); (h*) f(z) = cos®z, fGO (g) .
Cwiczenie 7.14. Wykorzystujac rozwiniecia Maclaurina funkcji e”, sinz, cosz oraz
1/(1 — z) wyznaczy¢ szeregi Maclaurina podanych funkcji. Okreslié promienie zbiez-
nosci otrzymanych szeregbéw:

1 1

(a) 672w; (b) 2—|——3g;; (C) m; (d) sin? x;
(e) cosz?;  (f*) sh?x; (g%) Ha}lﬁ; (h) zsin 3.

Cwiczenie 7.15. Wykorzystujac rozwiniecia Maclaurina pewnych funkcji obliczy¢ sumy
szeregow liczbowych:

() 1+ =+ o4t (O A S (S
20 3 2 23.30  25.50 27.71 0 77
1 1 1 1 1 1

l—=F=-—=+.. d)l—=4+=—=+...

(@1-g5+g g+t (@1-gtgs-7+

TWIERDZENIE 7.16. (o rézZniczkowaniu szeregu potegowego)

Niech R (0 < R < o0) bedzie promieniem zbieznosci szeregu potegowego Z cpa™.

n=0

Wtedy

n=1

o ! o0
(Z cnx”> = Z nepz™ ! dla kazdego x € (—R, R).
n=0

Uwaga. Na przedziale (—R, R) suma szeregu potegowego ma ciagle pochodne dowol-

n

o0
nego rzedu. Podobny wzér jest prawdziwy dla szeregéw potegowych Z en (T — x0)

n=0

Cwiczenie 7.17. Korzystajac z twierdzenia o rézniczkowaniu szeregu potegowego po-
kazaé, ze

1 o D"+ D(n+2) , :
— = Z 2" dla kazdego z € (—1,1).
(1+x) = 2

TWIERDZENIE 7.18. (o calkowaniu szeregu potegowego)

o0

Niech R (0 < R < o0) bedzie promieniem zbieznosci szeregu potegowego Z cpx'™.
Wtedy =0

1
n=0 n

o0 oo c
2t | dt = 2 gt dla kazd € (—R,R).
/(Zc ) Z 1" a kazdego z € ( )
0

n=0
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Uwaga. Podobny wzér jest prawdziwy dla szeregéw potegowych postaci Z cn (t—to)"
n=0

Cwiczenie 7.19. Korzystajac z twierdzenia o catkowaniu szeregéw potegowych poka-
zal, ze:
o~ (D"
a)arctgr = Y —— "t dlaz e (-1,1);
(@ arctga = 3 3 ve(-1,1)

(b) /etht:iM dla z € R.
(2n + 1)n!
0

n=0

Cwiczenie 7.20. Wykorzystujac twierdzenia o rézniczkowaniu lub calkowaniu szere-
gow pokazac’ ze dla kazdego z € (—1,1) prawdziwe sg rownosci:

an 1—95)2 Z —In(1 — z).

Cwiczenie 7.21. Korzystajac z twierdzen o rézniczkowaniu i/lub catkowaniu szeregow
potegowych obliczyé sumy szeregow:

> 5 032 © >

> 2 e 2 3n e 3
@3 5 @ T 0 dUE:

o~ (=" = 7T >, (3n—1)(2n — 1)
O @ ey O

Cwiczenie* 7.22. Korzystajac z rozwinieg¢ Maclaurina funkcji elementarnych oraz z
twierdzen o rézniczkowaniu i/lub catkowaniu szeregéw potegowych wyznaczy¢ sumy
szeregow:

o0

n = (—1
(®) nZ:O oz ; ((273'

i n i n 2
@y Bt @y

n=0 n=0

8. Szeregi Fouriera*
Definicja 8.1. (szereg trygonometryczny)

Szeregiem trygonometrycznym na przedziale [—m, ] nazywamy szereg postaci:
a oo
0 .
2 + ng_l (an cosnz + by, sinnz)

gdzie ag € R oraz a,,b, € Rdlan e N.
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Definicja 8.2. (szereg Fourierd®)
Niech funkcja f bedzie catkowalna na przedziale [—m, 71]. Szeregiem Fouriera tej funkcji
nazywamy szereg trygonometryczny

oo
ap .
5 + E (an cosnz + by sinnz)

n=1

gdzie

1 ™
ap = —/f(x)cosnxdx dlan=0,1,2,...,
T

1 ™
bn:—/f(x)sinmcdx dlan=1,2,... .
T

o0
a
Fakt, ze szereg trygonometryczny 70 + Z (an cosnz + by, sinnx) jest szeregiem Fo-
n=1
uriera funkcji f zapisujemy symbolicznie

o0
f(z) ~ % + Z (an cosnx + by sinnx) .
n=1
Uwaga. Szereg Fouriera funkeji okreslonej na przedziale [—[, 1] ma postaé

o
ao ™ . ™
> + nE:1 (an cos 5 + b, sin T) ,

gdzie
1

1
an=7/f(33)cos7r—7xda: dlan=0,1,2,...,

bn:%/f(x)sinw—?dxdlanzl,z... .

Rozwaza sie takze zespolong postaé szeregu Fouriera.

FAKT 8.3. (wspdlczynniki szerequ Fouriera funkcji parzystych i nieparzystych)
1. Jezeli funkcja f jest parzysta, to

2 ™
an:—/f(x)cosmcdx dlan=0,1,2,...,
T
0

b, =0 dlan=1,2,... .

$ Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), matematyk francuski.
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2. Jezeli funkcja f jest nieparzysta, to a,, =0dlan=0,1,2,... oraz

ap,=0dlan=1,2,...,
o
bn:—/f(x)smna:da: dlan=1,2,....
T
0

Cwiczenie 8.4. Wyznaczy¢ szeregi Fouriera na przedziale [—7, ] funkcji:
(a) sgnz; (b) z; (c) |z|; (d)sin®z; (e) sha; (f) 72 — 22,

TWIERDZENIE 8.5. (kryterium Dirichleta)

Jezeli funkcja f na przedziale [—m, 7] jest przedzialami monotoniczna oraz przedzia-
tami ciagla, przy czym w kazdym punkcie nieciagloSci & spelnia warunek

Fla) = 5 1fe) + )],
a na koncach przedziatu zachodza réwnosci
f=m) = Jm) = 5 [fn) + F-m)]

to jest sumg swojego szeregu Fouriera, tzn. dla kazdego € [—m, 7] mamy

ao s .
flz) = > + Z (an cosnz + by, sinnz) .

n=1

==
8

,}

Rys. 8.1. Przyblizenie funkcji f(x) = sgn () w przedziale [—m, 7]
sumg dwdch, trzech i czterech poczatkowych wyrazéw jej szeregu Fouriera

Uwaga. Jezeli funkcja f jest okreélona na R i ma okres 27, to jest suma swojego szeregu
Fouriera na catej prostej. Podobnie formuluje si¢ kryterium Dirichleta dla funkcji f
okreslonej na przedziale [, ].

Cwiczenie 8.6. Zbada¢ zbieznos¢ szeregdw Fouriera otrzymanych w poprzednim éwi-
czeniu.

TPeter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), matematyk niemiecki.
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50
Zbiezne szeregi Fouriera niektérych funkcji

e (_1)n+1 )
. x:ZZTsmna} dla z € (—m,7);

n=1

™= =1
. = = si dl 0,27);
;nsmna} ax € (0,27);

T4 1
5 ;; mcos@n— Dz dlaz € (—m,m);

L] |x| =
2) 2 e 1 n+1
o 12— 2% = % +4Z %cosnx dla z € (—m,7);
n
n=1

4 1
® sgn = — Z S sin(2n — 1)z dla z € (—m, 7).

n=1

Cwiczenie 8.7. Korzystajac z rozwinie¢ w szereg Fouriera odpowiednich funkcji uza-

2

sadni¢ réwnosci:
S > 1 T
~ -z S —— =L
@) 2 =7 =7 ();(271—1)2 8

n=1



Rachunek rozniczkowy funkc;ji
dwoch i trzech zmiennych

Pojecia i twierdzenia sformulowane w tym rozdziale dla funkcji dwéch zmiennych
mozna przeniesc, bez istotnych zmian, na funkcje wigkszej liczby zmiennych.

1. Zbiory na ptaszczyznie i w przestrzeni

Definicja 1.1. (plaszczyzna, przestrzeri)

* Przestrzenig dwuwymiarowq (plaszczyzna) nazywamy zbiér wszystkich par upo-
rzadkowanych (z,y), gdzie x,y € R. Przestrzen te oznaczamy przez R2.

* Przestrzenig tréjwymiarowq (przestrzenia) nazywamy zbiér wszystkich tréjek upo-
rzadkowanych (., ), gdzie x,y, z € R. Przestrzen te oznaczamy przez R3.

(a) Y R2={(a,y): z,yeR} (b) * R ={(a,,2): x,y,z R}

Rys. 1.1. Wspélrzedne punktu: (a) na plaszczyznie, (b) w przestrzeni

Pary (x,y) lub tréjki (z,y, 2) nazywamy odpowiednio punktami plaszczyzny lub prze-
strzeni. Liczby x,y oraz x,y, z nazywamy wspotrzednymi kartezjanskimi odpowiednio
punktéw (z,y) oraz (x,y, z).

Definicja 1.2. (odleglo$é punktéw)

Odleglosé punktow Py, P» plaszczyzny lub przestrzeni oznaczamy symbolem | Py Py i
okreslamy wzorem:

|PLP| = \/(952 —21)* + (2 — 1),
gdy P; = (z1,y1), P> = (z2,y2) € R? lub wzorem:

|PLPy| = \/(1‘2 —21)’ + (2 —91)* + (22— 21)°,

gdy Pi = (z1,y1,21), Po = (x2,y2,22) € R%.

o1
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(a) ¥

Rys. 1.2. Odlegto$é punktéw: (a) na plaszczyznie, (b) w przestrzeni

Cwiczenie 1.3. Obliczy¢ odlegloéci podanych punktéw plaszczyzny lub przestrzen:

P00, Q=4 0)4=(,5,v5), 5= (-5.5,-45).

Definicja 1.4. (otoczenie i sgsiedztwo punktu)
e (Otoczeniem o promieniu r > 0 punktu Py na plaszczyznie lub w przestrzeni nazy-
wamy zbidr:

O(Po,’r‘) = {P |POP| <r}.
Otoczeniem punktu na plaszczyznie jest kolo otwarte o srodku w tym punkcie. Oto-
czeniem punktu w przestrzeni jest kula otwarta o srodku w tym punkcie.
e Sgsiedztwem o promieniu r > 0 punktu Py na ptaszczyznie lub w przestrzeni nazy-
wamy zbior:

S (Po,r) =0 (Po,m) \ {Po}-
Sasiedztwem punktu na plaszczyznie jest koto otwarte bez srodka. Podobnie, sasiedz-
twem punktu w przestrzeni jest kula otwarta bez $rodka.

Uwaga. Jezeli promien otoczenia lub sasiedztwa nie bedzie istotny w rozwazaniach, to
zbiér O (Py,r) lub S (P, r) bedziemy oznaczali krétko O (Py) lub S (Fy).

(a) ¥ (b) ¥

————

\\\\\

O (P(),’I‘)

————

S (Po,T)

\\\\\

Rys. 1.3. (a) otoczenie punktu, (b) sasiedztwo punktu na plaszczyznie

Cwiczenie 1.5. Naszkicowaé otoczenia i sgsiedztwa podanych punktéw o wskazanych
promieniach:

(a) Py=(-1,2), r=v5;, (b) Py=(0,4,-3), r=1.

Definicja 1.6. (zbidr ograniczony i nieograniczony)

Méwimy, ze zbior A jest ograniczony, jezeli jest zawarty w otoczeniu pewnego punktu,
tzn. istnieje punkt Py oraz liczba dodatnia r, dla ktérych zachodzi warunek:

ACO(Py,r).
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W przeciwnym przypadku moéwimy, ze zbior A jest nieograniczony.

(a) ¥ (b) ¥

I,’, \\\\

!/ A \

1 [}

P A
"\/ 0 l'l
\\\ ’II \_/
\\ ,/

x x

Rys. 1.4. (a) zbiér ograniczony, (b) zbiér nieograniczony na plaszczyznie

Cwiczenie 1.7. Zbada¢, ktére z podanych podzbioréw plaszczyzny lub przestrzeni sa
ograniczone:

(a) A={(z,y): 2 +y* > 2}; (b) B={(z,y) : [z[ <1, [yl
(c) C={(z,y,2): 2°+y*+ 2> =3} (d) D={(z,y,2): z—y+=2

3%
5) .

<
<

Definicja 1.8. (punkt wewnetrzny zbioru, wnetrze zbioru, zbior otwarty)

e Mowimy, ze P jest punktem wewnetrznym zbioru A, jezeli istnieje otoczenie tego
punktu zawarte w tym zbiorze, tzn. istnieje liczba dodatnia r, dla ktérej zachodzi

warunek:
O (P,r) C A

e Wnetrzem zbioru nazywamy zbiér wszystkich jego punktéw wewnetrznych.

e Méwimy, ze zbidr jest otwarty, jezeli kazdy punkt tego zbioru jest jego punktem
wewnetrznym.

(a) (b) P N (o) AT .

- ~
~~~~~~~~~~

Rys. 1.5. (a) punkt wewnetrzny zbioru, (b) wnetrze zbioru, (c) zbiér otwarty

Cwiczenie 1.9. Znalez¢ i naszkicowaé wnetrza zbioréw:
(a) A= {(z,y): 2z +2®+y° <0} (b) B={(z,9): y—2>+1>0};

(€) C={(z,y,2): [z +y+2z[ <1} (d) D ={(z,y,2) : wyz>0}.
Cwiczenie 1.10. Zbadaé, ktére z podanych podzbioréw plaszczyzny lub przestrzeni sa

otwarte:
() A= {(z,) : y > |al}; (b) B = {(z,y) : sin(z +y) < 1};

() C={(z,y,2) : 0 <2®+y*+2><9}; (d) D={(z,y,2): x>0,y>1,2>2}.
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Definicja 1.11. (punkt brzegowy zbioru, brzeg zbioru, zbior domkniety)

e Méwimy, ze P jest punktem brzegowym zbioru A, jezeli w kazdym otoczeniu tego
punktu istnieja punkty nalezace i punkty nienalezace do tego zbioru, tzn. dla kazdej
liczby dodatniej r zachodzi warunek:

OP,r)NA#D oraz O(P,r)ynA #£0.

e Brzegiem zbioru nazywamy zbiér wszystkich jego punktéow brzegowych.

e Moéwimy, ze zbior jest domkniety, jezeli zawiera swdj brzeg.

Rys. 1.6. (a) punkt brzegowy zbioru, (b) brzeg zbioru

Cwiczenie 1.12. Znalez¢ i naszkicowaé brzegi zbioréw:
(a) A={(z,y): 1< +y*<4}; (b) B={(z,9): Jy—2?|>2}
(c) C=A{(z,y,2) : ayz=0} (d) D= {(z,y,2): 2* +y*>1}.

Cwiczenie 1.13. Zbadaé, ktére z podanych podzbioréw plaszczyzny lub przestrzeni sa
domkniete:
() A={(z,y): +y+1=0} (b) B={(x,9): [2*+y*-2|<1};

(©) C={(@y.2): 2> a); () D={(2,9,2): o +y>+22 =4}

Definicja 1.14. (obszar, obszar domkniety)

Moéwmy, ze niepusty podzbior plaszczyzny lub przestrzeni jest obszarem, gdy jest
otwarty oraz kazde dwa punkty zbioru mozna potaczyé¢ tamang catkowicie w nim

zawartg.

Rys. 1.7 (a) obszar (b) zbidr, ktéry nie jest obszarem

Obszar lacznie ze swoim brzegiem nazywamy obszarem domknietym.
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Cwiczenie 1.15. Zbadaé, ktére z podanych podzbioréw plaszezyzny albo przestrzeni
sa obszarami lub obszarami domknietymi:

(a) A= {(z,y): 2® +y* > 1} (b) B=A{(z,y) : [z <y}
() C={(z,y,2): 0<a®+y*+2><1}; (d) D ={(z,y,2): x#0}.

Definicja 1.16. (punkt skupienia zbioru)

Méwimy, ze P jest punktem skupienia zbioru A, jezeli w kazdym sasiedztwie tego
punktu mozna znalezé punkty zbioru A rézne od punktu P.

Uwaga. Punkty wewnetrzne obszaru sg jego punktami skupienia.

(a) (b)

'''''

;;;;

Rys. 1.8. (a) punkt skupienia zbioru (b) punkt, ktéry nie jest punktem skupienia zbioru

Cwiczenie* 1.17. Wyznaczy¢ punkty skupienia zbioréw:

(a) A= {(%%) eR%:ne N}; (b) B = {(nim,(—n"*'") eR?*:m,ne N};

(c) C = {(z,y,2) e R3: zyz #0};  (d) D= {(z,y,2) e R3: z,y,z € Q}.

2. Funkcje dwdch i trzech zmiennych

Definicja 2.1. (funkcja dwdch i trzech zmiennych)

e Funkcjg dwoéch zmiennych okre$long na zbiorze A C R? o wartoéciach w R na-
zywamy przyporzadkowanie kazdemu punktowi ze zbioru A dokladnie jednej liczby
rzeczywistej. Funkcje taka oznaczamy przez np. f : A— R lub z = f(z,y), gdze
(z,y) € A. Wartosé¢ funkeji f w punkcie (z,y) oznaczamy przez f(z,y).

e Funkcjg trzech zmiennych okreélong na zbiorze A C R? o wartosciach w R na-
zywamy przyporzadkowanie kazdemu punktowi ze zbioru A dokladnie jednej liczby
rzeczywistej. Funkcje taka oznaczamy przez np. f: A— R lub w = f(z,y, 2), gdzie
(z,y,2) € A. Warto$é funkcji f w punkcie (x,y, z) oznaczamy przez f(x,y, z).

Przyktad 2.2. Przyklady funkcji dwdch i trzech zmiennych:
(a) flz,y) =Inz+y* +1; (b) g(z,y) = V1 —a? —y%

W dla (x,y) #(0,0),

(c) h(z,y) = { 52 +y? (d) k(z,y) = e;
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(f) pole elipsy o pélosiach a,b wyraza si¢ wzorem P(a,b) = wab;

(8) flz,y,2) =a® +y° + 2% (h) g(x,y,2) = arc sinx_zy;
. _fz—y dla z>y, . B .
(1) h(x’y’ Z) - { Ttz dla =z < (.]) k(a:,y,z) =x+ 2

(k) objetosé prostopadioscianu o krawedziach a, b, ¢ wyraza si¢ wzorem
V(a,b,c) = abe.

Definicja 2.3. (dziedzina, dziedzina naturalna)

Niech f bedzie funkcja okre$lona na podzbiorze plaszczyzny (przestrzeni). Zbidr ten
nazywamy dziedzing funkcji f i oznaczamy przez Dy. Jezeli dany jest tylko wzor
okreslajacy funkcje, to zbiér punktéw plaszezyzny (przestrzeni), dla ktérych wzor ten
ma sens, nazywamy dziedzing naturalng funkcji.

Cwiczenie 2.4. Znalezé i narysowaé dziedziny naturalne funkcji:
(a) flz,y) =In (1 -2 —¢?);  (b) g(x,y) = arcsin (2? +y* - 2);

1
(C) p(xvy) = m; (d) h(xayvz) = W;
(e) k(x,y,2) = %; (F) q(z,y,2) = /sin (22 + y2 + 22) — 1.

Definicja 2.5. (wykres i poziomica funkciji)

o Wykresem funkcji f dwéch zmiennych o dziedzinie D; nazywamy zbioér:

{(x,y,z) eR3: (x,y) € Dy, z= f(x,y)}

e Poziomicg wykresu funkcji f odpowiadajaca poziomowi h € R nazywamy zbior:

{(z,y) € Dy = f(x,y) = h}.

poziomica

Rys. 2.3. Wykres funkcji dwoch zmiennych Rys. 2.4. Poziomica wykresu funkcji
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Uwaga. Oczywiscie mozna analogicznie jak powyzej sformutowaé definicje wykresu
funkcji trzech zmiennych, ale bedzie to podzbior przestrzeni czterowymiarowej i raczej
trudno sobie wyobrazi¢ jego ilustracje graficzna.

Cwiczenie 2.6. Znalez¢ poziomice funkcji dwéch zmiennych i na tej podstawie naszki-
cowad ich wykresy:

(a) fla,y) = Va2 +y%  (b) glo,y) =2 2" —y*  (c) h(z,y) = V16 — (2% +3?);
(@) pla,y) = x| +[yl;  (e) r(z,y) =y — 2% (f) k(z,y) = =9 —y2.
Wykresy wazniejszych funkcji dwéch zmiennych

e Wykresem funkcji z = Az + By + C' jest plaszczyzna.

e Wykresem funkcji z = a (mQ + yQ) (a #0), jest paraboloida obrotowa, tj. powierzch-
nia powstala z obrotu paraboli z = az?, y = 0, wokét osi Oz.

Rys. 2.5. Ptaszczyzna Rys. 2.6. Paraboloida obrotowa

e Wykresem funkcji z = £/ R? — (22 + y?) (R > 0) jest gérna (+) lub dolna (—)
polsfera o sSrodku w poczatku uktadu wspdlrzednych i promieniu R.

e Wykresem funkcji z = kv/22 + y2 (k # 0) jest stozek, tj. powierzchnia powstala z
obrotu pélprostej z = kz, y = 0 (z > 0) wokét osi Oz.

Rys. 2.7. Gérna poélsfera Rys. 2.8. Stozek
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e Wykresem funkcji z = h ( Va2 + y2) jest powierzchnia obrotowa powstala z obrotu

wykresu funkcji z = h(z), y = 0 (x > 0) woké! osi Oz.
e Wykres funkcji z = 22 — y? przedstawia ,siodto”.

OREARESLKNN)

ewe?, \NQ® ‘A“

5774 \\We¥e)
i

\\\\\ 'Z/
Ny

\

Rys. 2.9. Powierzchnia obrotowa

Rys. 2.10. ,Siodto”
e Wykresem funkcji z = g(x) lub z = h(y) jest powierzchnia walcowa powstala z

przesuniecia wykresu funkcji z = g(z) dla y = 0 réwnolegle do osi Oy lub odpowiednio
wykresu funkcji z = h(y) dla © = 0 réwnolegle do osi Oz.

z=g(z)

Rys. 2.11. Powierzchnie walcowe

Cwiczenie 2.7. Opisaé, za pomoca jakich przeksztalcen geometrycznych, z wykresu
funkeji z = f(x,y) mozna otrzymaé¢ wykresy funkeji:

(a) z=flz,y) =55 (b) z=flz+3,y—2);

(¢) z = =f(z,9);
(d) z = f(2z,3y); (e) z = f(==,y); () 2 =[f(z,9)];
(8) z =4f(z,9); (h) 2= f(z, ly)); (i) z = f(zl, lyD.
Cwiczenie 2.8. Naszkicowaé¢ wykresy funkecji dwéch zmiennych:
(a) z =3 — 2u; (b) z =3 (2 + y?); (¢) z=4—2%— 42
() z=+y—a% (e z=Vb-a2—y% (f)2=6-20—a%+dy—y?%
(@) s = —VI— g% () 2= Va2 o7

() z=2—(x+1)2+ (y—1)2.



3. Granice i ciagtos¢ funkcji 59

Definicja 2.9. (funkcja ograniczona)
Méwimy, ze funkcja f dwéch zmiennych jest ograniczona na zbiorze A C Dy, jezeli
istnieje liczba dodatnia M taka, ze

|f(z,y)| < M dla kazdego (z,y) € A.

Uwaga. Definicje funkcji dwdch zmiennych ograniczonych z dotu lub z géry sa podobne
do odpowiednich definicji dla funkcji jednej zmienne;j.

Cwiczenie 2.10. Zbadaé, ktére z funkeji sa ograniczone, ograniczone z dotu, ograni-
czone z géry w swoich dziedzinach naturalnych:

(a) f(z,y) =sinz + cosy; (b) f(z,y) = Va2 + 9%
(C) f(x,y,z)=x2+y4; (d) f(xvyaz):x2+92_z;

(&) f(z.p2) ! 2y

= " f* = —
TR B () fy) = o

3. Granice i ciagtos¢ funkcji

Definicja 3.1. (cigg na plaszczyznie)

Ciggiem punktéw na plaszczyznie R? nazywamy przyporzadkowanie kazdej liczbie
naturalnej punktu plaszczyzny. Wartosé tego przyporzadkowania dla liczby natu-
ralnej n nazywamy n-tym wyrazem ciagu i oznaczamy przez P, = (zn,y,). Ciag
taki oznaczamy symbolem (P,,) lub ((xn,yn)) Zbiér wyrazdéw tego ciggu, tj. zbidr
{(zn,yn) : n € N}, oznaczamy krétko przez {P,} lub {(zn, yn)}.

Cwiczenie 3.2. Naszkicowaé na plaszczyznie kilka poczatkowych wyrazéw ciggéw:

@ Gnm) = () 0) (o) = (5 )

n+1"n?
(€) (Tn,yn) = ((=1)", (—=1)"*+1); (d) (xn,yn) = (cos %,sin %)7
© @) = (s cos ). (6) (2, yn) = (27,3").

Definicja 3.3. (cigg zbieiny)
Méwimy, ze ciag (Pn) = ((2n,yn)) jest zbiezny do punktu Py = (20, o), co notujemy
lim P, = Py lub lim (@, yn) = (z0,y0) , wtedy i tylko wtedy, gdy

n—oo

lim x, =zy oraz lim y, = yo.
n—oo n—oo

Cwiczenie 3.4. Zbada¢, czy podane ciagi na plaszczyznie lub w przestrzeni sa zbiezne
(dla ciagéw zbieznych wskazaé ich granice):

(a) (Tn,yn) = (IOgn+1 2, 1/”)? (b) (@n,yn) = (2", (=1)");

© ) = (VL) @ oz = (32:(3) 1 (3) )




60 Rozdziat 3. Rachunek rézniczkowy funkcji dwéch i trzech zmiennych

Definicja 3.5. (Heinego* granicy wlasciwej funkcji w punkcie)
Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na sasiedztwie S (xg, yo) . Méwimy, ze
funkcja f ma w punkcie (xg,yo) granice wlasciwg g, gdy dla dowolnego ciagu argu-
mentéw (x1,y1), (x2,y2), ... 2 S (xo,yo) zbieznego do (xo, yo), ciag wartosci funkeji
f(z1,91), f(x2,y2), ... jest zbiezny do g. Fakt, ze funkcja f ma w punkcie (zo, yo)
granice g zapisujemy w postaci
lim T,y) =g.

(z,9)=(x0,0) fly) =g
Uwaga. W podobny sposéb mozna okreéli¢ granice funkcji w punkcie skupienia dowol-
nego zbioru na plaszczyznie. Z definicji granicy wynika, ze funkcja f nie ma granicy
w punkcie (zg,0), jezeli z sasiedztwa S (zo,yo) mozna wybra¢ dwa ciagi (z),,v.,),
(22 yl) takie, ze lim (z),y,) = lim (zI,y)) = (x0,y0), ale lim f(2),y.,) #

n—oo n— oo n—oo

lim f (27, yp,)-
n—oo
Cwiczenie 3.6. Korzystajac z definicji granicy uzasadnié¢ réwnosci:

(a) 227U _ 0, (b))  lim /@iy =5

Ty A
(w7y)~>(1,2) z + y (wry)g’(7374)

Cwiczenie 3.7. Uzasadnié, ze nie istnieja granice:

(a) lim 2 (b)

im _2xy r+y
(2,y)—(0,0) 22 + Y2’

im ;
(2,9)—(0,0) 22 + y?

cos? x — cos?y x? —y?
¢ —_— d li ;
() (Ly)lﬂm(o,o) sin? x + sin? y @ (%y)lin(l,l) (z—1*+ (y—1)*

6
(e) lim a ; (f lim f—;
(z,y)—(0,0) T+ Yy (zy)—(0,1) y* — 1
i 12

(%) sinx. (%) Ty +

im —_—.
(w,y)—(4,—3) 22 +y2 — 25
Uwaga. W ¢wiczeniu punkt (z,y) dazy do punktu granicznego pozostajac w dziedzinie
funkcji.

im —:
(z,y)—(m,0) SIn Y

Cwiczenie 3.8. Niech f(z,y) = zy?/ (x2 + y4). Pokazaé, ze dla kazdego ciagu postaci
(@n,yn) = (1/n,a/n) (a € R), mamy lim f(z,,y,) = 0. Czy funkcja f ma granice

w punkcie (0,0)?

Definicja 3.9. (Heinego granicy niewladciwej funkcji w punkcie)

* Niech funkcja f bedzie okre$lona przynajmniej na sasiedztwie S (xo, yo) . Mowimy,
ze funkcja f ma w punkcie (zo, yo) granice niewlasciwg oo, gdy dla dowolnego ciagu ar-
gumentéw (z1,y1), (z2,92), ... 2 S (zo,yo) zbieznego do (xo, yo), ciag wartosci funkeji
f(x1,91), f(x2,9y2), ... jest rozbiezny do oo. Fakt ten zapisujemy symbolicznie

lim T,Y) = 00.
(%y)ﬂ(wo,yo)f( )

*Eduard Heinrich Heine (1821-1881), matematyk niemiecki.
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¢ Analogicznie definiujemy i zapisujemy granice niewla$ciwg —oo funkcji f w punkcie
(z0,%0)-

Uwaga. Podobnie mozna okresli¢ granice niewlasciwe funkcji w punkcie skupienia jej
dziedziny.

Cwiczenie 3.10. Korzystajac z definicji granicy niewlasciwej funkcji uzasadnié réwno-
$ci:

oo; (b)) lim  In((x—1)*+y?) = —o0.

a) lim —— =
@) (z,)—(0,0) x4 4 y* (2,y)—(1,0)

TWIERDZENIE 3.11. (o arytmetyce granic funkcji)
Jezeli funkcje f i g maja granice wlasciwe w punkcie (zg,yo), to

a lim z,y) + g(zx, = lim x,y) + lim x,y),
@) (z,y)—(z0,y0) [f( y) + 9 y)} (17y)—>(ro,yo)f( 2 (I’y)—’(zmyo)g( )
b lim xz,y) — g(x, = lim T,y) — lim z,y),
(b) (z,y)—(z0,y0) [f( y) =9 y)] (17y)—>(107y0)f( 2 (I’y)—’(zmyo)g( 2
c lim z,y) - g(x, = lim z,Y)|- lim z, ,
(©) (z,y)—(20,y0) [f( y)- 9 y)} (17y)—>(ro,yo)f( y):| [(I’y)—’(zmyo)g( 2
lim  f(z,y)
: f@,y) _ @y)—(@o.w0) : .

d lim = - , oile lim g(z,y 0.
@ (@,9)—(z0,50) (T, y) lim  g(z,y) (@,y)—(0,y0) @v) #

(z,y)—(z0,y0)

Uwaga. W twierdzeniu dopuszczalne sa granice niewlasciwe, o ile wyniki odpowied-
nich dzialan z takimi symbolami sa oznaczone. Do znajdowania granic funkcji wielu
zmiennych mozna stosowaé twierdzenia o dwoch i o trzech funkcjach, analogiczne do
takich twierdzen dla funkcji jednej zmiennej. Warto wiedzie¢, ze przy obliczaniu granic
funkeji w punkcie (2o, yo) # (0,0) wygodnie jest podstawié (z,y) = (zo, yo) + (s,1).
Wowczas

(a:,y) - (anyO) — (Sat) - (070)

Cwiczenie 3.12. Obliczy¢ granice:

a lim 22 — 4y? +1); b lim 2 + 3y% — ay);
(@) (z,y)—(2,1) ( Y ) (b) (2,y)—(1,-1) ( Y v)
222 — 392 + 1
c) lim oY T 3y + ; (d) lim v+ y;
(z,9)—(0,0) 322 +2y? — 1 (z.y)—(2,-1) Y
(e) im L ; (f lim w;
(zy)—(1,3) /T + Y (@y)—(5.3) 3 —2y
2wy + 2% z? + 22

; (h)

lim e lim In—"~
(@,y.2)—(1,1,-1) 2 + y2 — 22 (z.y,2)—(1,02) T+y+ 2z
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Cwiczenie 3.13. Obliczy¢ granice:

. Vit2+y2 -1 ) 5 2ﬁ
a lim ; b lim 1+2°+ ;
()<%wﬂmm z? +y? ( <%wﬂmm( V)
sin 2%y
c lim 22 + ) cos ———; lim ;
()wmrwmm(g Z) 2| + [yl ()<%wﬂm3>3x2 ,
(e) lim Ty ; f)  lim %;
(w7y)~>(1,1) y—x (w7y)~>(0,0) r* + Yy
z%y . sin (2% — y*
<wghmﬁ+w; m%w&hm ;+f);
22,2111 4 6 .8
) lim \ Ty ze + : (3" lim T4y +z

(2,4.2)—(0,0,0)  x2 4 y2 + 22 (2,4.2)—(0,0,0) T2 + y2 4+ 22’

Definicja 3.14. (funkcja ciggla w punkcie)

Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu O (xg, yo) . Méwimy, ze
funkcja f jest ciggla w punkcie (zg, yo) wtedy i tylko wtedy, gdy

lim  f(z,y) = f (%0, y0) -

(z,y)—(0,y0)

Cwiczenie* 3.15. Pokaza¢, ze funkcja

2
fla,y) = xfifya dla (z,y) # (0,0),

0 dla  (z,y) = (0,0)
jest ciagta wzdluz kazdej prostej przechodzacej przez punkt (0,0), ale nie jest ciagla
w tym punkcie.

TWIERDZENIE 3.16. (o cigglosci sumy, iloczynu i ilorazu funkcji)
o Jezeli funkcje f i g sa ciagle w punkcie (zo, o), to w tym punkcie ciagle sa takze
funkcje:

f+gv f+gv fgv g;oneg(ﬂ?o,yo)?’éo-

e Jezeli funkcja h jest ciagla w punkcie (f (zo,y0),9 (x0,¥0)), to funkcja zlozona
h (f(xv y)a g(xv y)) jeSt Cl%gla w punkcie (x()v yO) .

Definicja 3.17. (funkcja ciggla na zbiorze otwartym)

Méwimy, ze funkcja jest ciggla na zbiorze otwartym na plaszczyznie, jezeli jest ciagla
w kazdym punkcie tego zbioru.

Uwaga. W podobny sposéb mozna zdefiniowaé¢ ciaglosé funkeji w punkcie skupienia
dowolnego zbioru na plaszczyznie oraz ciaglo$¢ na tym zbiorze.
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Cwiczenie 3.18. Znalez¢ zbiory punktéw cigglodci funkcji:

1—+/22+9y2 dl 242 <1,
<a>f<x,y>={ Vatty? da a4y

2 +y?—1 dla 22 +9% > 1;

(b) g(z,y) = T4y dla z>0,yeR
KBV =1 a2+ dla <0, y€R;
x+y
dl
2 dla |z| = |y|.

TWIERDZENIE 3.19. (Weierstrassa' o osigganiu kreséw)

Jezeli funkcja f jest ciagla na zbiorze D domknietym i ograniczonym na plaszczyznie,
to istnieja punkty (a,b) € D oraz (c,d) € D, dla ktérych zachodza réwnosci

fla,b) = sup f(x,y) oraz f(c,d)= inf [f(z,y).
(z,y)eD (=,y)€D

Cwiczenie 3.20. Uzasadnié, ze ponizsze zagadnienia optymalizacyjne maja rozwiaza-
nia:

(a) wérdd prostopadloéciandéw wpisanych w kule o promieniu R znaleZé ten, ktéry ma
najwieksza objetosé;

(b*) wérdd tréjkatéw opisanych na kole o promieniu R znalezé ten, ktéry ma naj-
mniejsze pole;

(c*) w szeScianie znalezé punkt taki, ze suma jego odleglosci od wierzchotkéw jest
najmniejsza;

(d*) kazda bryla materialna ma o$, wzgledem ktérej jej moment bezwladnosci jest
najmniejszy;

(e*) wéréd prostopadloéciandéw o ustalonej objetosei znalezé ten, ktéry ma najmniej-
sze pole powierzchni catkowitej.

4. Pochodne czastkowe funkcji

Definicja 4.1. (pochodne czastkowe pierwszego rzedu)
Niech funkcja f bedzie okre$lona przynajmniej na otoczeniu punktu (o, yo). Pochodng

czastkowq pierwszego rzedu funkcji f wzgledem x w punkcie (z,yo) okreslamy wzo-
rem:

[ (zo + Az, y0) — f(x0,y0)
0 Az

Podobnie jest okreslona pochodna czgstkowa pierwszego rzedu funkcji f wzgledem y w
punkcie (zg,yo) :

, L
fo(xo,y0) = Alﬁ

. f(xo,y0+ Ay) — f(z0,90)
! _
fy (2o, 90) = Alégo Ay

TKarl Weierstrass (1815-1897), matematyk niemiecki.
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0
Pochodne te oznacza sie takze tradycyjnymi symbolami odpowiednio 6_f (zo,¥0),
z

g—; (58073/0)-

Uwaga. Jezeli granica okreslajaca pochodna czastkowa jest wlasciwa (niewlasciwa),
to méwimy, ze pochodna jest wlasciwa (niewlasciwa). Jezeli granica nie istnieje, to
moéwimy, ze nie istnieje takze pochodna czastkowa.

Cwiczenie 4.2. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu
podanych funkcji we wskazanych punktach:

(a) f(z,y) = =, (2o,0) = (=1, 1);

(,y,2) =z + 22y — 3zyz, (2o, Y0,%0) = (0,0,0);
(xvya Z) =V 2 =+ y4 - z67 (any()aZO) = (_25 170)

Interpretacja geometryczna pochodnych czastkowych

Niech funkcja z = f(z,y) ma pochodne czastkowe pierwszego rzedu w punkcie (o, yo) -
Ponadto niech o oznacza kat nachylenia stycznej do krzywej otrzymanej w wyniku
przekroju wykresu funkcji f plaszczyzna y = yo w punkcie (xo, yo, f (20, v0)) , do plasz-
czyzny xOy oraz niech 3 oznacza kat nachylenia stycznej do krzywej otrzymanej w wy-
niku przekroju wykresu funkcji f plaszczyzna x = xo. Wtedy

fr (o, y0) = tga,  fy (w0,90) = tg .

z = f(xryo)

12 (xo,y0) = tga

Zo x

Rys. 4.1. Interpretacja geometryczna pochodnej czastkowej fs (zo, yo)

Pochodna czastkowa f7 (20, y0) jest miara lokalnej szybkosci wzrostu funkcji f wzgle-
dem zmiennej x przy ustalonej wartosci zmiennej y. Podobnie jest dla pochodnej
czastkowej fy (%o, o) -
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Ty (zo,y0) = tg B

s,
z = f(z0,y) l:’”oe]]
Q

4

Zo

e

Uwaga. Odmiennie niz dla funkcji jednej zmiennej wyglada zwiazek miedzy ciagloscia
funkcji a istnieniem pochodnych czastkowych. Funkcja dwéch zmiennych moze mieé
w punkcie obie pochodne czastkowe, ale nie musi by¢ w tym punkcie ciggla. Ilustruje
to ponizsze ¢wiczenie.

Yo Y

Rys. 4.2. Interpretacja geometryczna pochodnej czastkowe] f, (zo,yo)

Cwiczenie 4.3. Sprawdzi¢, ze podane funkcje maja w punkcie (xo,70) = (0,0) obie
pochodne czastkowe pierwszego rzedu, ale nie sg w tym punkcie ciagte:

_ — _ dla (s ,0),
(a)f(x’y):{(l) jﬁ ii#g <b>f(x’y>:{5”2+y2 dlz EiZ;iEggi

Cwiczenie 4.4. Sprawdzié¢, ze podane funkcje sa ciagle we wskazanych punktach, ale
nie maja tam pochodnych czastkowych pierwszego rzedu:

(a) f(z,y) = V&* + 42, (20,90) = (0,0);
(b) f(z,y) = |z + |y = 1], (z0,50) = (0,1).

Definicja 4.5. (pochodne czgstkowe pierwszego rzedu na zbiorze otwartym)

Jezeli funkcja f ma pochodne czastkowe pierwszego rzedu w kazdym punkcie zbioru
otwartego D C R?, to funkcje

folzy),  fo(xy), gdzie (x,y) € D,

nazywamy pochodnymi czgstkowymi pierwszego rzedu funkcji f na zbiorze D i ozna-
czamy odpowiednio przez f;, f, lub tradycyjnie 0f/0x, 0f /dy.

Uwaga. Przy obliczaniu pochodnej czastkowej wzgledem jednej zmiennej pozostate

zmienne traktujemy jak stale. Operacje obliczania pochodnej funkcji f(z,y) po x lub

y oznaczamy odpowiednio przez [f(z,y)l., [f (a:,y)]; albo tradycyjnie odpowiednio
0 0 ‘

przez Ey [f (z,v)], Ew [f(z,y)]. Do wyznaczania pochodnych czastkowych mozna sto-
€ Y

sowaé reguly rézniczkowania funkcji jednej zmiennej, tj. wzory na pochodne sumy,

roéznicy, iloczynu, ilorazu oraz zlozenia funkcji.
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Cwiczenie 4.6. Obliczy¢ pochodne czgstkowe pierwszego rzedu funkcji:

(a) f(z,y) =22% —y* + 1; (b) f(z,y) = zln (y* +1);

. _a+ty
© fo) =2 (@) fa) = 222
(e) f(x,y)zm; (f) f(a:,y):arcsinx+y;
(g) f(z,y) =sin® (z — y°); (h) f(z,y) = aY;
() g(z,y,2) =1+ay+yz—a+2z () 9(@,y,2) =y — Va2 + 2%

22 sin

(k) g(z,y,2) = e (1) g(z,y,2) = sin (z tg (y cos z));

~ cosy —sinz’
z
(m) g(z,y,2) = Varctg (z + ev?); (n*) g(z,y,2) =2¥".

Cwiczenie 4.7. Zakladajac, ze funkcje p i ¢ maja pochodne wlasciwe obliczyé po-

chodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji:
p(z

(a) f(z,y) =p(x) +q(y);  (b) flz,y) = p(x)q(y); (c) flz,y) = @)

(d) f(z,y) = p(z)sing(y);  (€) flz,y) = arctg [p@)a®)]; (1) f(my) = )W)

Definicja 4.8. (pochodne czgstkowe drugiego rzedu)

Niech funkcja f ma pochodne czastkowe f;, f, przynajmniej na otoczeniu punktu
(z0,y0). Pochodne czgstkowe drugiego rzedu funkcji f w punkcie (zo,yo) okreslamy
wzorami:

7 (20, 90) = 2], (20, %0) , fay (w0, 90) = [f;]; (0, %0) ,

fgl/lw (z0,90) = [fg/c];, (w0, Y0) » f;’y (w0, y0) = [f;]; (z0, o) -

Pochodne te tradycyjnie oznacza si¢ takze odpowiednio przez

L o).~ (@orw0)s  d (o), 2L (zor0)
8332 0,Y0), 81‘82./ 0,Y0) 82/833 0,Y0) ayQ 0,Y0) -

Jezeli funkcja f ma pochodne czastkowe drugiego rzedu w kazdym punkcie zbioru
otwartego D C R?, to funkcje

we(@Y), oY), fr(xy),  f,(ry), edzie (z,y) € D,

nazywamy pochodnymi czastkowymi drugiego rzedu funkcji f na zbiorze D i ozna-
czamy odpowiednio przez fy,., fi, fis foy-
Cwiczenie 4.9. Obliczy¢ pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji:

(a) f(z,y) =2z —y+1; (b) f(z,y) = 2% + 3wy + v°;
() f(z,y) = 2° + 2%y? — y* d) f(z,y) = x2x_yy2;
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(e) f(z,y) = sinzy; (f) f(z,y) = In(z — y);

(8) f(z,9) =wIny +yna; (1) f(z.y) = axcsin

(i) 9(z,y,2) = 2* + y’z — 22%y°2"%, () g(z,y,2) = cos(x + 2y + 32);
(k) g(xvya Z) = xyz; (1) g(x,y, Z) = %yz_z

Cwiczenie 4.10. Pokazaé, ze funkcja f spelnia réwnanie Lapalce’al f” + vy = 0
x

(a) f(z,y) = 2 —y%; (b) f(y) = arctg 2

() fz,y) =In(a® +y°); (d) f(x,y) = coszchy.

Definicja 4.11. (pochodne czgstkowe wyzszych rzedow)

Niech funkcja f ma pochodne czastkowe rzedu n > 2 na otoczeniu punktu (xg,yo).
Pochodne czastkowe pierwszego rzedu w punkcie (xg,yo) pochodnych czastkowych
rzedu n funkcji f nazywamy pochodnymi czgstkowymi rzedu n+ 1 funkcji f w punkcie
(20, ¥y0). Do oznaczania tych pochodnych stosujemy symbole analogiczne do pochod-
nych czastkowych drugiego rzedu. Np. pochodna czastkows 5-tego rzedu funkcji f
w punkcie (zo,y0), powstala w wyniku 3-krotnego rézniczkowania wzgledem zmien-
nej x i nastepnie 2-krotnego rézniczkowania wzgledem zmiennej y, gdzie k + [ = n,
oznaczamy przez
A lub krétko fﬁig

Yyyrrx

Jezeli funkcja f ma pochodne czastkowe rzedu n w kazdym punkcie zbioru otwartego,
to méwimy, Zze na tym zbiorze okreslone sa pochodne czastkowe rzedu n funkcji f. Po-
chodne czastkowe, w ktorych wystepuje rézniczkowanie wzgledem réznych zmiennych,
nazywamy pochodnymi czgstkowymi mieszanymi.

Cwiczenie 4.12. Dla podanych funkeji obliczyé wskazane pochodne czastkowe:

_ xy "o, =y 847.]0
(a) f(xvy) =e7, TXY’ (b) f(a:,y) - x_'_y’ ay2ax2’

_ sinz o3 f . . Y "o
(c) fz,y) = @7 m7 (d) f(z,y) = cos PRI
g
— 2,34 . _ _ "
(e) g(xayvz) =Ty z, (9.7328282/2’ (f) g(x,y,z) ].D((E + 2y 32)7 gwyzz'

TWIERDZENIE 4.13. (Schwarza® o pochodnych mieszanych)

" "

vys  Jur sa clagle w punkcie (xo,y0), to sa réwne, tj.

Jezeli pochodne czastkowe

"

;/y(xm yO) = fyr(xm yO)

iPierre Simon Laplace (1749 — 1827), matematyk francuski.
SHerman Amandus Schwarz (1843-1921), matematyk niemiecki.
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Uwaga. Prawdziwe sa takze analogiczne réwnosci dla pochodnych mieszanych wyz-
szych rzedow.

Cwiczenie 4.14. Dla podanych funkcji sprawdzi¢ réwnosci miedzy podanymi pochod-
nymi mieszanymi:

z

(a) flz,y)=e”, fo, =fr;

_ .2 3 mneeo_—_ o mro M M I
(CE, Y, Z) =Ty + 2y, gmyz - grzy - gyzr - gyrz - gzry - gzyr'

1 ¢ 1
0) Flew) =+ Y5+ S = Fiy = Ty
(¢) f(z,y) = a®siny, [l = fl = fii;
(d) glz,y,2) =In (2> +y* +2°), g, = dlws
9

Cwiczenie 4.15. Sprawdzi¢, czy pochodne czastkowe mieszane drugiego rzedu poda-
nych funkeji w punkcie (g, yo) = (0,0) istnieja i sa réwne:

zy (2 —y?)
(b) f(xvy) = 3\/ xb — y3; (a) f(gj,y) = 2 + y2 dla (ﬁ,y) 7£ (070)7
0 dla (z,y) = (0,0);
44 3;3y3
@fwwz{ﬂ vidalel <l < | g W) # 0.0,
y —a” dlaz] > [yl; 0 dla (2.) = (0.0).

5. Ptaszczyzna styczna i rézniczka funkcji

FAKT 5.1. (réwnanie plaszczyzny stycznej do wykresu funkcji)
Niech funkcja f ma ciagle pochodne czastkowe 0f/0x, 0f/0y w punkcie (zo,yo) -
Wéwezas plaszczyzna styczna do wykresu funkeji f w punkcie (xo, yo, f (2o, yo)) ma
postac:

z— f(z0,90) = fz(20,90) (z — z0) + f, (20, 90) (¥ — yo) -

¢
(fEO:yo)

Rys. 5.1. Plaszczyzna styczna do wykresu funkcji dwéch zmiennych
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Uwaga. Réwnanie plaszczyzny stycznej w punkcie (zg,yo,20) powierzchni opisanej
przez warunek F'(z,y,z) = 0 ma postaé:

Fy (70,90, 20) ( — 0) + Fy, (70, Y0, 20) (Y — yo) + F7 (w0, Y0, 20) (2 — 20) = 0,

o ile wystepujace tu pochodne czastkowe sa ciagle w punkcie (o, yo, 20) 1 nie zeruja
sie jednoczesnie.

Cwiczenie 5.2. Napisaé¢ réwnania plaszczyzn stycznych do wykreséw podanych funkcji
we wskazanych punktach tych wykreséw:

(a) f(z,y) =22 —3y+2, (=1,0,0); (b) f(z,y) =2 +y> (1,-1,2);

(©) f@y) =V 112, (3,45 (@) fz,y) = 1—ﬁ_y7<;%_d;

arctgx ™
) = ) 1707_)7 f ) = y7 274716 .

(@) flay) =T (107 () fla,y) =¥, (2,4,16)
Cwiczenie 5.3. Wyznaczy¢ réwnanie plaszczyzny stycznej w punkcie:
(a) (1,1,1) do powierzchni o réwnaniu z* — x +¢® —y + 2° — 2 = 0;

(b) (0,0,0) do powierzchni o réwnaniu e” + x +e¥ +y+e* +2—3 =0.

Cwiczenie 5.4.

(a) Znalezé réwnanie plaszczyzny stycznej do powierzchni 22 +y* + 2% = 18 w punkcie
(0, Y0, 20) = (1,2, -1).

(b) Znalezé réwnanie plaszezyzny stycznej do powierzchni z = x* — 332, ktéra jest
réwnolegta do plaszczyzny 7 : 4o+ 12y — 2 —5=0.

(c) Napisaé¢ réwnanie plaszczyzny stycznej do powierzchni z = 1+ 22 + y2, ktéra jest
prostopadla do prostej [ : 3z = 2y = 2.

(d) Na wykresie funkeji z = 4/1 — 22 — y? znalez¢ punkt, ktéry jest polozony najblizej
plaszczyzny 7 : x + 3y + 2z = 36.

(e*) W R? dane sa punkty 4 = (1,0,0), B = (0,2,0), C = (1,2, 3). Na powierzchni
z = 22 +4? znalezé punkt D taki, aby objetoéé czworoécianu ABC D byla najmniejsza.

(f*) Znalezé wszystkie plaszczyzny styczne do wykresu funkcji z = 22 + 9?2, ktére
przechodza przez punkty P = (1,0,0), @ = (0, 3,0).

Definicja 5.5. (rdzniczka funkcji)

Niech funkcja f ma pochodne czastkowe pierwszego rzedu w punkcie (xo,yo). Rdz-

niczkg funkcji f w punkcie (xo,yo) nazywamy funkcje df (zo,yo) zmiennych Az, Ay
okreslong wzorem:

df (0, 0) (Az, Ay) = f(70,y0)Az + fy(z0,y0)Ay.

Ro6zniczke funkcji f oznacza sie krotko przez df .
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Cwiczenie 5.6. Napisaé¢ rézniczki podanych funkcji we wskazanych punktach:
(a) f(xay) =V 2 + y27 (95073/0) = (37 _4);
(b) g(xvya Z) = xyz27 (an Yo, ZO) = (07 1; 2)

FAKT 5.7. (zastosowanie rézniczki funkcji do obliczeri przyblizonych)

Niech funkcja f ma ciagte pochodne czastkowe pierwszego rzedu w punkcie (xg,yo).
Wtedy

[ (zo + Az, yo + Ay) ~ f(xo,y0) + df (z0,y0) (Az, Ay),
przy czym blad ¢ (Ax, Ay) powyzszego przyblizenia, tj. réznica A f —df , dazy szybciej
do 0 niz wyrazenie \/ (Az)* + (Ay)?. To oznacza, ze spelnia réwnosé:
lim 0 (Az, Ay)
(Az,Ay)—(0,0) (ACE)2 + (Ay)2

=0.

Uwaga. Wzdr ten wykorzystuje sie do obliczania przyblizonych wartosci skomplikowa-
nych wyrazen algebraicznych oraz do oceny zmiany wartosci funkcji przy niewielkich
zmianach argumentow.

Cwiczenie 5.8. Wykorzystujac rézniczke funkeji obliczyé¢ przyblizone wartoéci wyra-
zen:
arctg1.001

arcsin0.49’

(d) \/ V630 — V80; (e) ¥/(3.03)3 4 (4.04)3 + (5.05)3; (f) (\/5+ V8 + \/ﬁ)z.

() (L02)" - (0,97 (b) (c) (104"

Cwiczenie 5.9.

(a) Wykorzystujac rézniczke funkcji obliczyé w przyblizeniu, jak zmieni sie objetosé
V' walca o promieniu podstawy R = 1 m i wysokosci H = 2 m, jezeli jego wysoko$¢
zwigkszymy o 1 cm, a promien podstawy zmniejszymy o 3 cm?

(b) Cisnienie gazu w pewnym procesie technologicznym wyraza sie¢ wzorem
100e™

gdzie T jest temperatura gazu, a V jego objetoscia. Aktualne wartosci tych para-
metréw wynosza T = 0° C, V = 300m>. Objetoé¢ gazu wzrosta o 1m?>. Obliczyé
w przyblizeniu, jak nalezy zmieni¢ temperature gazu, aby jego ci$nienie nie uleglo
zmianie.

FAKT 5.10. (zastosowanie rézniczki funkcji do szacowania bledéw pomiaréw)

Niech wielkosci fizyczne z,y, z beda zwiazane zaleznoscia z = f(z,y), gdzie funkcja f
ma ciagle pochodne czastkowe pierwszego rzedu. Ponadto niech A, i A, oznaczaja
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odpowiednio bledy bezwzgledne pomiaru wielkosci x i y. Wtedy blad bezwzgledny
A, obliczen wielkosci z wyraza sie wzorem przyblizonym:

AZ ~ |f; (.’,U(), Z/O)| AI + ‘fg/; (3305 Z/O)‘ Aya
gdzie xg oraz yo sa wynikami pomiaru wielkosci x oraz y.

Cwiczenie 5.11.

(a) Przy pomocy menzurki mozna zmierzy¢ objeto$é ciala z doktadnoscia Ay =
0.1cm?, a przy pomocy wagi sprezynowej mozna ustali¢ jego mase z dokladnoscia
Anr = 1 g. Objetoéé ciala zmierzona tym sposobem wynosi Vp = 25 cm?®, a masa
My = 200 g. Z jaka w przyblizeniu doktadnoécia mozna obliczy¢ gesto$é v tego ciata?
(b) Boki tréjkatnego kawalka ziemi zmierzone z dokladno$cia 1 m wynosza ag =
250m, by = 400 m. Kat miedzy tymi bokami zmierzony z doktadnoscia 0.01 rad wy-
nosi ag = /3. Z jaka w przyblizeniu dokladnoscia mozna obliczyé pole P tego kawaltka
ziemi?

(c) Wspblezynniki a, b réwnania kwadratowego z2 + ax + b = 0, podane z doklad-
noéciami odpowiednio A, = 0.01 i A, = 0.1, wynosza a = —3 i b = 2. Z jakg w
przyblizeniu dokladnoscig mozna obliczy¢ pierwiastki x1, xo tego réwnania?

6. Pochodne czastkowe funkcji ztozonych
TWIERDZENIE 6.1. (o pochodnej funkcji zlozonej)

Niech funkcje = = z(t), y = y(t) maja pochodne wlasciwe w punkcie ¢y oraz funkcja
z = f(=z,y) ma ciagle pochodne czastkowe pierwszego rzedu w punkcie (x (to) , y (t0)).
Wtedy funkcja ztozona F(t) = f(x(t),y(t)) ma pochodna wlasciwa w punkcie tg oraz

FI:faI:'xl—’_fé'y/a
gdzie pochodne 2, y" sa obliczone w punkcie #9, a pochodne czastkowe f;, f, w
punkcie (z (to) ,y (to)) . W zapisie tradycyjnym powyzszy wzdr ma postaé
dF_Of dx  Of dy
dt  Ox dt Oy dt’
Uwaga. Wzér ten mozna zapisa¢ w formie iloczynu macierzy:

F=1ra1)5 ).

Cwiczenie 6.2. Korzystajac z powyzszych wzoréw obliczyé pochodna funkceji ztozonej
F(t) = f(x(t),y(t)) w punkcie tg, jezeli:

(a) flz,y) =2y’ —y, z=€" y=¢€*, to=0;

(b) f(x,y):arctgz, x = sint, y = cost, tozg;
Y
(C) f(l',y): \/x2_y27 x:ta y:\/ga t0:27

.
(d) fla,y) = —2 z=t, y=1, to=0.
r+y
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Cwiczenie 6.3. Korzystajac z regul rézniczkowania funkeji obliczyé pochodne F’ (1),
F"(t) funkcji ztozonych:
(a) F = f(z,y), gdzie x = sint, y = cost;

(b) F = g(x,y,2), gdzie x = t, y = t*, z = t°.

TWIERDZENIE 6.4. (o pochodnych czastkowych funkcji zlozonej)

Niech funkcje x = z(u,v), y = y(u,v) maja pochodne czastkowe pierwszego rzedu w
punkcie (ug, vg) , a funkcja z = f(x,y) ma ciagle pochodne czastkowe pierwszego rzedu
w punkcie (x (uo,vo),y (uo,v0)). Wtedy funkcja zlozona F'(u,v) = f(x(u,v),y(u,v))
ma w punkcie (ug,vg) pochodne czastkowe pierwszego rzedu wyrazone wzorami:

Ey=fo-u+fy v  Fo=fo-2y+ 1 v,

gdzie pochodne czastkowe 2!, !, y.,, y. sa obliczone w punkcie (ug,vg), a pochodne
czastkowe f;, f; w punkcie (z (uo,v0),¥y (uo,v0)) . W zapisie tradycyjnym powyzszy
wzOr ma postac

OF _0f v 0] 9y  OF _of 0w 0f Oy
du Odx Ou Oy Ou’ v dx v Oy Ov’
Uwaga. Powyzsze wzory mozna zapisa¢ w formie iloczynu macierzy:
/ !/
R0 [ ]

Jezeli f jest funkcja tylko jednej zmiennej, to reguly rézniczkowania funkcji ztozonej
F(u,v) = f(z(u,v)) przyjmuja postaé:

FI:fl.xl F/:f/_x/.
Cwiczenie 6.5. Korzystajacz powyzszych wzoréw obliczy¢ pochodne czastkowe pierw-
szego rzedu funkcji zlozonej F(u,v) = f(x(u,v),y(u,v)) w punkcie (ug,vo), jezeli:
(a) f(xvy) :$2 _xy+y27 T=u+v, y=u-—-uv, (U/O,’UO) = (1)1)7

. u
(b) f(x,y) = sl (x—'_y) , T=Uv, Y= ;7 (UQ,’UQ) = (71—7 1)
Cwiczenie 6.6. Korzystajac z regul rézniczkowania funkcji obliczyé¢ pochodne czgst-
kowe F), oraz F dla podanych funkcji zlozonych:
(a) F = f(gj), gdzie T = earc tg(u/v)7
(b) F = f(z,y), gdzie x = ucosv, y = usinv;
(c) F=f(z,y,2), gdzie c =uwv, y =u+v, z = iy
v

Cwiczenie 6.7. Obliczy¢ podane pochodne czastkowe dla wskazanych funkcji:
(a) 2, 2= F(z,y(x)); (b) 2y 2, 2= F(x(v),y(u));
(€) zuy 2y 2= F(t(u,0));  (d%) 2000, 200, 2000 2 = F(@(u,v),y(u,v)).
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Cwiczenie* 6.8. Funkcja F spelnia warunek Fy+F,, = 0. Pokaza¢, ze podane funkcje
takze spelniaja ten warunek:

(a) f(u,v) = F(u2 —02,2uv); (b) f(u,v) =F (L v ) '

u? 4+ v2’ u2 + 2

7. Pochodna kierunkowa funkcji

Definicja 7.1. (pochodna kierunkowa funkcji)

Niech funkcja f bedzie okre$lona przynajmniej na otoczeniu punktu (zg,yo). Po-
chodng kierunkowg funkcji f w punkcie (z9,yo) w kierunku wersora v = (vg,vy)
okreslamy wzorem:

[ (w0 + tvg, yo + tvy) — f(0,%0)

" (20, = lim )
fo (%0, 90) Jim, ;

0
Pochodna te oznacza si¢ tradycyjnie symbolem of (o, Y0)-

ov
Uwaga. Pochodna kierunkowa jest przeniesieniem na funkcje wielu zmiennych poje-
cia pochodnej jednostronnej funkcji jednej zmiennej. Niektorzy autorzy przyjmuja, ze
w definicji pochodnej kierunkowej ¢t dazy do 0 z obu stron. Wtedy pochodna kierun-
kowa jest uogélnieniem pojecia pochodnej czastkowej funkcji. Np. dla funkcji f dwéch
zmiennych oraz dla wersoréw ¢ = (1,0) i j = (0, 1) mamy

fi=1. oraz fi=f,.

Cwiczenie 7.2. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne kierunkowe podanych funkcji
we wskazanych punktach dla wymienionych wersoréw:

(a) f(z,y) = 22 + 42, (zo,y0) = (1,1), v = (%%)

(b) Fery) = VG, (20,30) = (0,0), v = (—§ —f);

5 5
(C) f(a:,y) =Ty, (x()vy()) = (172)5 v = <%v \/7§>

)

(d) g(x,y,2) = 2 = 2yz, (20, 90,20) = (1,0, -1), v = (
(e) g(x,y,z) = ez+y+z’ (x(JayOaZO) = (070;0)7 v= <_’ 5

Cwiczenie* 7.3. Pokaza¢, ze funkcja
%y
flay) =49 ot +y?
0 dla  (z,y) = (0,0)
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ma pochodna kierunkowa f; (0,0) w kierunku dowolnego wersora, ale nie jest ciagla
w punkcie (0, 0).

Interpretacja geometryczna pochodnej kierunkowe;j

Niech v oznacza kat nachylenia do ptaszczyzny Oy pdlstycznej do krzywej otrzyma-
nej w wyniku przekroju wykresu funkcji f péiplaszczyzng przechodzaca przez prosta
T = x9, Yy = Yo oraz rownolegta do wersora v. Wtedy

f'[)(x()vyo) = tg -

Pochodna kierunkowa okresla szybkosé zmiany wartosci funkeji f w kierunku v.

Rys. 7.1. Interpretacja geometryczna pochodnej kierunkowej funkcji
Definicja 7.4. (gradient funkcji)
Gradientem funkcji f w punkcie (xo,yo) nazywamy wektor okreslony wzorem:
grad f (zo,y0) = (fg/c(xo,yo%f{,(xo’yo)) .

Gradient funkcji f oznaczamy takze symbolem V f (zo, yo) -

Cwiczenie 7.5. Obliczy¢ gradienty podanych funkcji we wskazanych punktach:
(a') f(xay) = xB + y37 (x(JayO) = (_17 1)7

(b) f(ay) = sin (7v/a 47, (z0,50) = (3,4);
(C) g(xvya Z) = %7 (33an0720) = (167 _372)'

Cwiczenie 7.6. Funkcje f i ¢ maja pochodne czastkowe pierwszego rzedu. Pokazad,
ze:

(a) grad (af + bg) = agrad f + bgrad g, gdzie a,b € R;
(b) grad (f-g) = grad f-g+ f - gradg;

(c) grad (g) :giz(gradf-g—f- grad g), o ile g # 0.
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Interpretacja geometryczna gradientu

1. Gradient funkcji w punkcie wskazuje kierunek najszybszego wzrostu funkcji w tym
punkcie.

2. Gradient funkcji w punkcie jest prostopadly do poziomicy funkcji przechodzacej
przez ten punkt.

Yy
z=f(z,y)
(zo,y0)
T poziomice
(x0,y0)” r
gradf(zo,y0)
Rys. 7.2. Gradient wskazuje kierunek Rys. 7.3. Gradient funkcji jest
najszybszego wzrostu funkcji prostopadly do poziomicy

Cwiczenie 7.7.
(a) Temperatura w zbiorze V = {(z,y,2) : 0 < z,y,z < 7} jest okreSlona wzorem:

T(x,y,z) = 10cos(x — y) + 20sin(z + z).
Znalez¢ kierunek jej najszybszego wzrostu w punkcie (7/2,7/2,7/2).
(b) Sprawdzi¢ bezpoérednio, ze gradient funkeji f(x,y) = 2% +y? jest prostopadly do
jej poziomic.
TWIERDZENIE 7.8. (wzdr do obliczania pochodnej kierunkowej)

Niech pochodne czastkowe f7, fz// beda ciaglte w punkcie (zo, yo) oraz niech v oznacza
wersor na plaszczyznie. Wtedy

Jo(xo,y0) = grad f (zo,y0) o v.

Cwiczenie 7.9. Korzystajac z powyzszego wzoru obliczyé pochodne kierunkowe poda-
nych funkcji we wskazanych punktach i kierunkach:

(a) f(z,y) = (z+2y)*, (z0,50) = (1,2), v = (1,0);

(b) flz,y) = (zo,90) = (1,2), v = <l _£>§



76 Rozdziat 3. Rachunek rézniczkowy funkcji dwéch i trzech zmiennych

1 V3 V5
(e) g(x7yaz) = 3\/ 1'3 +y3+237 (x07y0720) = (37475)7 V= <_§7\/T—7\/T—> .

Cwiczenie 7.10. Wyjasni¢ dlaczego pochodna kierunkowa funkeji z = /23 + 8y3, w
punkcie (zo,yo0) = (0,0) i kierunku v = (\/5/2, \/5/2) wyznaczona z definicji jest

inna niz pochodna obliczona wedlug powyzszego wzoru.

8. Wzér Taylora*. Ekstrema funkgcji

Definicja 8.1 *. (rdzniczka n—tego rzedu funkcji dwdch zmiennych)

Niech funkcja f ma na otoczeniu punktu (zo,yo) ciagle pochodne czastkowe do rzedu
n wlacznie. Rdzniczkg n-tego rzedu funkeji f w punkcie (o, yo) nazywamy funkcje
d™ f (zo,yo) zmiennych Az i Ay okreslona wzorem:

0 0 "
d" f (zo,y0) (Azx,Ay) = <%A{E + 8—yAy) I

(70, %0)

We wzorze tym symbole 9/0x, §/0y oznaczaja odpowiednio operacje rézniczkowania
po zmiennych x i y, natomiast potege traktujemy formalnie do otrzymania symboli
pochodnych czastkowych wyzszych rzedéw. Rézniczke n-tego rzedu funkcji f ozna-
czamy krétko przez d” f. Dodatkowo przyjmujemy, ze d°f = f.

Cwiczenie* 8.2. Napisa¢ wzory okreslajace rézniczki drugiego, trzeciego i czwartego
rzedu dla funkcji dwéch zmiennych.

TWIERDZENIE 8.3 *. (wzdr Taylora)

Niech funkcja f ma na otoczeniu punktu (zg, yo) ciagle pochodne czastkowe do rzedu
n wlacznie oraz niech (z,y) bedzie dowolnym punktem z tego otoczenia. Wtedy na
odcinku laczacym punkty (zo,yo0) i (z,y) istnieje punkt (x.,y.) taki, ze

— _ 2 _ .
f(z,y) = f(xo,y0)+df (w0, yo0) (551! Zo, Y yo)+d f (o0, v0) (925! To,Y — Yo)

T d" 1 f (z0,90) (z — 20,y — o) N d" f (ze,ye) (T — 20,y — Yo)

(n—1)! n!

Uwaga*. Réwno$¢ w tezie twierdzenia nazywamy wzorem Taylora dla funkcji dwéch
zmiennych. Ostatni sktadnik w tym wzorze nazywamy n-tg resztq i oznaczamy przez
R,,. Dla punktu (zg, y0) = (0,0) powyzsza réwnoéé¢ nazywamy wzorem Maclaurina.

Cwiczenie* 8.4. Napisa¢ rozwinieta posta¢ wzoru Taylora dla funkeji dwéch zmien-
nych oraz dla:
(a) n=2; (b)n=3.
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Cwiczenie* 8.5. Napisa¢ wzory Taylora z reszta R, dla podanych funkcji na otocze-
niach wskazanych punktéw, jezeli:

(a) f(z,y) =2y, n=2, (w0,y0) = (—1,1);
(b) f(xvy) = msiny, n= 37 (manO) = (Oaﬂ-)'

Definicja 8.6. (ekstrema lokalne funkcji)

e Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie (xg,yo) minimum lokalne wlasciwe (rys. (a)),
jezeli istnieje sasiedztwo tego punktu takie, ze dla dowolnego (x,y) z tego sasiedztwa
zachodzi nier6wnosé

f(z,y) > f(z0,90) -

(z,v)

Rys. 8.1. Ekstrema lokalne wlasciwe: (a) minimum, (b) maksimum

e Podobnie méwimy, ze funkcja f ma w punkcie (xo,yo) maksimum lokalne wilasciwe
(rys. (b)), jezeli istnieje sasiedztwo tego punktu takie, ze dla dowolnego (z,y) z tego
sasiedztwa zachodzi nieréwnogsé

f(z,y) < f(z0,90) -

Uwaga. Jezeli w powyzszych definicjach ostre nieréwnosci (>, <) zastapimy stabymi
(=, <), to wtedy méwimy, ze funkcja f ma w punkcie (xo, yo) odpowiednio minimum
i maksimum lokalne. Minima i maksima lokalne funkcji (wlasciwe lub niewlasciwe) na-
zywamy ekstremami lokalnymi. Oczywiscie kazde ekstremum lokalne wlasciwe funkcji
jest takze jej ekstremum lokalnym.

Cwiczenie 8.7. Korzystajac z definicji zbadaé, czy podane funkcje maja ekstrema lo-
kalne we wskazanych punktach:

(a) fz,y) =5— (@®+y%), (0,0 (b) flz,y) = (2 +1)" (2 +2)*, (0,0);
(c) f(z,y) =5lz[+|y+1], (0,-1); (d) f(z,y) =sin®z + cos®(z + ), (g g)
(e) f(a:,y) = chz- Chya (070)5 (f) f(xvy) = 3;‘4 + y4 - (my)za (0,0),

(g) flz,y) =a® —2¢°, (0,0); (h) f(z,y) = (@—y+1) +(z+y-3)", (1,2).
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Cwiczenie* 8.8. Podac przyklad funkcji ciaglej dwéch zmiennych, ktéra ma dwa mak-
sima lokalne wtasciwe, ale nie ma zadnego innego ekstremum lokalnego wtasciwego.
Czy istnieje taka funkcja jednej zmiennej?

TWIERDZENIE 8.9. (warunek konieczny istnienia ekstremum,)

Jezeli funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie (zg,yo) oraz istnieja pochodne
CZ%StkOWe f; (l’o, yO)a f:; (x07 y0)7 to

f;(Q:anO):Ov f{,(xo,yo)zo

z

styczna
styczna

7= Zsainammy
S5SNI
SIS

L, 0.%% Q“\‘\\\\\\§

(z0,%0)

Rys. 8.2. Interpretacja geometryczna warunkéw koniecznych
istnienia ekstremum

Uwaga. Implikacja odwrotna nie jest 4 =

prawdziwa. Zerowanie si¢ w punkcie 44"‘\ T

obu pochodnych czastkowych funkcji /’ GO \ 7i

nie gwarantuje istnienia ekstremum lo- i :&5\\\ ///;//;"w

kalnego. Np. funkcja f(z,y) = y* — 22 ‘/ “‘“““"‘1&/}4{"“??

spelnia warunki N \\\\ % ""// N
W !

f2(0,0) =0, f,(0,0) =0,

ale nie ma ekstremum w punkcie (0, 0)
(rysunek). Punkt, w ktérym obie po-
chodne czastkowe funkcji zeruja sie, na- )
zywamy punktem stacjonarnym. Rys. 8.3. Punkt stacjonarny
Cwiczenie 8.10. Sprawdzi¢, ze podane funkcje spelniaja we wskazanych punktach wa-
runek konieczny istnienia ekstremum, ale nie maja w tych punktach ekstremoéw lokal-
nych:

(a) f(xay) = xB + y37 (x(JayO) = (070)7 (b) f(xay) = x4 - y47 (x07y0) = (070)
FAKT 8.11. (o lokalizacji ekstremdw funkcji)

Funkcja moze mieé ekstrema tylko w punktach stacjonarnych albo w punktach, w
ktérych cho¢ jedna z pochodnych czastkowych nie istnieje.
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TWIERDZENIE 8.12. (warunek wystarczajacy ekstremum funkcji dwdéch zmiennych)

Niech funkcja f ma ciagle pochodne czastkowe rzedu drugiego na otoczeniu punktu
(0, yo). Ponadto niech f(z0,y0) = 0, f,(x0,0) = 0 oraz

" 1"

H (x0,y0) = det l o ] (w0, y0) > 0.

$U vy

Wtedy funkcja f ma w punkcie (xg, yo) ekstremum lokalne wlasciwe i jest to minimum,
gdy f2 (zo,y0) > 0 albo maksimum, gdy 7 (xo,y0) < 0.

Uwaga. Gdy wyznacznik w zalozeniu twierdzenia jest ujemny, to funkcja f nie ma w
punkcie (zg,yo) ekstremum lokalnego. W przypadku, gdy wyznacznik ten jest réwny
0, to badanie, czy funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie (xg, yo) przeprowadzamy
innymi metodami (np. korzystajac z definicji). Funkcje H wystepujaca twierdzeniu
nazywamy hessianem?.

Cwiczenie 8.13. Znalez¢ wszystkie ekstrema lokalne funkcji dwéch zmiennych:

(a) f(z,y) = 2° — 22 + y* + 6y; (b) f(z,y) = 2* —y%

(©) fay) =y + L, (@) f(z,y) = @)

(&) f(a.y) = zy(1 -z — ); (1) fla,y) =2 +y* — 9ay;
(8) f(@,y) = ayln (e + 17); (W) fa,y) = (v —2)> + (y + 2)%
(i) f(z,y) = o — v G) Fla,y) = Va2 + o

(K) fla,y) = 2F° + e 4 1Y, W) fr.y) = (2 +1) (3-47).

TWIERDZENIE 8.14*. (warunek wystarczajgcy ekstremum funkcji trzech zmiennych)

Niech funkcja f ma ciagle pochodne czastkowe rzedu drugiego na otoczeniu punktu

(20,0, 20). Ponadto niech f; (w0, v0,20) = 0, fy (*0,¥0,20) = 0, f. (%0,¥0,20) = 0

oraz
" "

A= flz (ﬂio,yo,ZQ) >0, B=det l e f:/ ‘| (xo,yo,zo) > 0,
zy vy

1 1 "
Tx Ty Tz

C = det vy Juy  Toe | (%0, 90,20) > 0.

1 1 "
Tz Yz zz

Wtedy funkcja f w punkcie (20, yo, 20) ma minimum lokalne wtadciwe.

Uwaga*. Gdy A < 0, B > 0, C < 0, to funkcja f ma w punkcie (xq,yo, 20) maksi-
mum lokalne wlaéciwe. Dla pozostalych wartosci A, B, C, o ile ABC # 0, funkcja f
nie ma ekstremum lokalnego w punkcie (xg, yo, z0) - Analogiczna posta¢ ma warunek
wystarczajacy istnienia ekstremum funkcji wigkszej liczby zmiennych.

TLudwig Otto Hesse (1811-1874), matematyk niemiecki.
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Cwiczenie* 8.15. Znalezé wszystkie ekstrema lokalne funkcji trzech zmiennych:
(a) f(x,y,2) =22ty 4+ 22 —ay+ o+ 22
Y

b — .
(b) f(z,y, %) y+2’+x—|—z+x—|—y(x’y’z>0)’
(C) f(f,C7y,Z) = (x+y+z)ef(w2+y2+z2);

a? +y* +2°
ez = oy (z,y,2 > 0).

Cwiczenie* 8.16. Liczbe 4 rozlozyé na cztery dodatnie skladniki, aby ich iloczyn byl
najwiekszy.

Definicja 8.17. (ekstrema warunkowe funkcji)

e Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie (xg,yo) maksimum lokalne wladciwe przy
warunku g(z,y) = 0, gdy g (zo,y0) = 0 oraz istnieje liczba § > 0 taka, ze f(x,y) <
f (zo,y0) dla kazdego (z,y) € S ((zo,y0), ) spelniajacego warunek g(z,y) = 0.

¢ Podobnie méwimy, ze funkcja f ma w punkcie (xo,yo) minimum lokalne wlasciwe
przy warunku g(z,y) = 0, gdy g (zo,y0) = 0 oraz istnieje liczba § > 0 taka, ze
f(x,y) > f (z0,0) dla punktu (z,y) € S ((zo,y0) , §) spelniajacego warunek g(z, y) =
0.

¢ Analogicznie okresla sie ekstrema warunkowe dla funkcji trzech zmiennych z jednym
lub dwoma ograniczeniami.

Rys. 8.4. Ilustracja maksimum i minimum warunkowego

Algorytm szukania ekstreméw warunkowych
(metoda wyznaczania zmiennych z warunku)

Ekstremoéw lokalnych funkeji f dwéch zmiennych przy warunku g(z,y) = 0 szukamy
postepujac wedlug algorytmu:
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1. krzywa I' : g(z,y) = 0 dzielimy na luki, ktére sa wykresami funkcji postaci y =
h(z), gdzie x € I lub postaci z = p(y), gdzie y € J,

2. szukamy ekstremoéw funkeji jednej zmiennej f(x, h(x)) na przedziatach I lub funkcji
f(p(y),y) na przedzialach J,

3. poréwnujemy wartosci otrzymanych ekstreméw na krzywej I' 1 ustalamy ekstrema
warunkowe.

Cwiczenie 8.18. Znalezé¢ ekstrema podanych funkeji, ktérych argumenty spelniaja
wskazane warunki:

(a) f(z,y) = 2y, = +y = 0; (b) flz,y) = -2

x2 + 92’
(c) f(z,y) =22 —2zy+y° y=2 (d) flz,y) =2°+y> ay=4;
(e) flz,y) =22 —2ay, e —y*> =0;  (f) f(z,y) = (x+y)°, |z[+]y| = 1;

(&%) flzy)=a"+y*, 2> +9* =9  (b*) f(z,y) =2* +y°, 52° + 8zy + 5y° = 9.

ly| = 1;

Definicja 8.19. (warto$¢ najmniejsza, warto$é najwieksza funkcji na zbiorze)

Niech A bedzie niepustym podzbiorem dziedziny funkcji f.

e Moéwimy, ze liczba m jest wartoscig najmniejszq funkcji f na zbiorze A, jezeli istnieje
punkt (zo,yo0) € A taki, ze f (zo,y0) = m oraz f(z,y) > m dla kazdego (z,y) € A.
Piszemy wtedy f, .. = m.

e Méwimy, ze liczba M jest warto$cig najwiekszg funkcji f na zbiorze A, jezeli istnieje
punkt (zo,y0) € A taki, ze f (xo,y0) = M oraz f(x,y) < M dla kazdego (x,y) € A.
Piszemy wtedy f .. = M.

Uwaga. Wartosci najmniejsza i najwieksza funkcji na zbiorze nazywamy ekstremami
globalnymi. 7 twierdzenia Weierstrassa wynika, ze funkcja dwoch zmiennych ciagla
na zbiorze domknietym i ograniczonym w R? przyjmuje wartoéci ekstremalne.

Cwiczenie 8.20. Uzasadnié, ze podane funkcje osiggajg minimum lub maksimum glo-
balne na podanych zbiorach we wskazanych punktach:

(a) f(xvy) = 2{E4 + 5y47 R27 (anyO) = (070)7

() f(z,y) = sin® z cos y, {0, g} X [—77, %} , (zo,y0) = (g,()).

Algorytm szukania ekstreméw globalnych funkcji
na obszarze domknietym

Wartosci najmniejsza i najwieksza funkcji na ograniczonym obszarze domknietym
znajdujemy w nastepujacy sposéb:

1. na obszarze otwartym szukamy punktéw, w ktérych funkcja moze mieé ekstrema
lokalne,

2. na brzegu obszaru szukamy punktéw, w ktérych funkcja moze mieé ekstrema
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warunkowe,

3. poréwnujemy wartosci funkcji w otrzymanych punktach oraz na tej podstawie
ustalamy wartosci najmniejsza i najwieksza funkcji na obszarze domknigtym.
Cwiczenie 8.21. Znalez¢ wartoéci najwieksze i najmniejsze podanych funkeji na wska-
zanych ograniczonych obszarach domknietych lub w ich dziedzinach naturalnych:

(a) f(z,y) =2® + 22y —4dx +8y, 0<z <1, 0<y<2;

(b) f(z,y) = 2%y, 2* +¢y* <1

(¢) flz,y) =sinz +siny +sin(z+y), 0< 2z < 7/2, 0 <y < 7/2;

(d) f(z,y) =2 —ay, 0<z <1, 0<y < Vs

(

(

(

e*) fla,y) =a2° + 2z +y* — 6y, |z + |y| < 4
)

Cwiczenie* 8.22. Pokaza¢, ze funkcja

flzy) =y* +2*(1 +y)?

ma tylko jeden punkt stacjonarny, w kté-
rym ma minimum lokalne wtasciwe, ale
nie przyjmuje tam wartosci najmniejszej
na R2. Czy analogiczny fakt zachodzi dla
funkcji jednej zmienne;j?

Cwiczenie 8.23.

(a) Obliczy¢ odleglo$é poczatku ukladu wspdlrzednych od plaszczyzny m: z — 2y +
3z—6=0.

(b) Obliczy¢ odleglosé prostych sko$nych

z=—-1+ t, T = S,
l: ¢ y= -2+ 2t k:<¢y=—-1+4 2s,
z = 2t (t € R), z= 1- 2s(seR).

(¢) Znalez¢ wymiary a,b, ¢ prostopadiodcianu o objetosci V, ktéry ma najmniejsze
pole powierzchni catkowitej.

(d) W punktach 4; = (0,0), As = (1,0), A3 = (2, 3) plaszczyzny xOy umieszczone
sa masy mi; = 1, me = 2, mg = 3. Znalez¢ oS prostopadla do plaszczyzny xOvy,
wzgledem ktorej moment bezwladnosci podanego ukladu mas bedzie najmniejszy.
(e*) Przekrdj poprzeczny kanalu ma mieé ksztalt trapezu réwnoramiennego o polu
S = 100m?. Brzegi i dno kanatu wyklada si¢ ptytami. Znalezé wymiary kanatu,
ktorego koszt budowy bedzie najmniejszy.

(f*) Na powierzchni o réwnaniu z = 222 + 3y? znalezé miejsce potozone najblizej
punktu Py = (90,67,0).
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9. Metoda najmniejszych kwadratéw
Przypu$émy, ze wielkoéé¢ y zalezy w pewien nieznany sposéb od zmiennej x. Niech
zalezno$é ta ma posta¢ y = f(a,b,z), gdzie f jest funkcja zmiennej x zawierajaca
dwa nieznane parametry a i b (najczesciej jest to funkcja liniowa f(x) = ax + b).
Dysponujemy wynikami n pomiaréw wielkosci x i y :

(mlva) ) (mla Z/2) PR (xnayn) P
przy czym wielkosci y; odpowiada wielkos¢ x; dla 1 < ¢ < n. Szukamy parametréw
a 1 b funkcji, ktora ,najlepiej’ przybliza otrzymane wyniki pomiaréw, tj. szukamy
minimum funkcji G okreslonej wzorem:

G(a,b) = Z [f(a,b,a:i) — yi}Q, gdzie a,b € R.
i=1
Dla funkcji liniowej wzér ten przyjmuje postac:
G(a,b) = Z [(az; +b) — yi]2 , gdzie a,b € R.
i=1
Y

($3’y3)

y=ax+b

(In—layn—l)

- (z2,y2)

xT

Rys. 9.1. Tlustracja metody najmniejszych kwadratéw

Cwiczenie 9.1. Stosujac metode najmniejszych kwadratéw znalezé nieznane parametry
funkcji, ktére najlepiej aproksymuja podane wyniki pomiaréw:
(a) f(x) = ax + b, wyniki pomiaréw: (0,1),(1,2),(2,3),(3,5);

() f(z) = ax? 4 by/z, wyniki pomiaréw: (0,2), (1, 3), (4, 6).
10. Metoda mnoznikéw Lagrange’a*

Ekstrema funkcji f(x,y) przy warunku g(x,y) = 0.

TWIERDZENIE 10.1. (warunek konieczny istnienia ekstremum warunkowego)

Niech funkcje f, g maja ciagte pochodne czastkowe rzedu pierwszego na otoczeniu
punktu (zo,yo). Jezeli funkcja f(x,y) ma w punkcie (zo,yo) ekstremum lokalne przy
warunku g(z,y) = 0, to istnieje liczba A\ taka, ze

(1] L (z0,90,A0) =0, Ly (z0,y0,X0) =0, g (z0,50) =0,
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gdzie funkcja L(z,y, A) jest okreslona wzorem
L(z,y,A) = f(z,y) + Ag(z,y).

Uwaga. L nazywamy funkcja, a A — mnoznikiem Lagrange’a. Punkt (xo,yo,Xo) jest
punktem stacjonarnym funkcji Lagrange’a. Jesli z uwarunkowan geometrycznych, fi-
zycznych, technicznych czy ekonomicznych problemu optymalizacyjnego wynika, ze
ma on rozwiazanie, to punkty znalezione z warunku koniecznego sa optymalnym roz-
wiazaniem. Tak bedzie np., gdy zbiér {(x,y, 2) ER?:g(z,y) = 0} jest domkniety i
ograniczony.

TWIERDZENIE 10.2. (metoda mnoznikéw Lagrange’a — warunek wystarczajacy)

Niech funkcja f ma ciagle pochodne czastkowe rzedu drugiego, a funkcja g ciagle
pochodne czastkowe rzedu pierwszego na otoczeniu punktu (xg, yo) oraz niech funkcje
te spelniaja warunki [1]. Wéwczas, jezeli

0 g, gy
H (z0,y0, M) = det | g, L2, L7 | (0,50, M) # 0,
9y Loy Ly
to funkcja f ma w punkcie (xo, yo) ekstremum lokalne wlasciwe przy warunku g(z,y) =
0 i jest to minimum, gdy H (0, Y0, M) < 0 albo maksimum, gdy H (0,0, M) > 0.

Uwaga. Funkcje H okredlong w twierdzeniu nazywamy hessianem obrzezZonym.

Cwiczenie 10.3. Korzystajac z metody mnoznikéw Lagrange’a znalezé:
(a) ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = x — y przy warunku a2 + 3% = 2;
(b) ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = 22 4+ 122y + 2y? przy warunku 422 + y? = 25;

(c) punkt na prostej [ : 4z — 3y + 16 = 0 polozony najblizej punktu P = (1, 3).
Ekstrema funkcji f(x,y, z) przy warunku g(x,y,z) = 0.
TWIERDZENIE 10.4. (warunek konieczny istnienia ekstremum warunkowego)

Niech funkcje f, g maja ciagte pochodne czastkowe rzedu pierwszego na otoczeniu
punktu (zo, Yo, 20). Jezeli funkcja f(x,y, z) ma w punkcie (x,yo, 2z0) ekstremum lo-
kalne przy warunku g(z,y, z) = 0, to istnieje liczba A\ taka, ze

2] L%, (20,90, 20, Ao) =0, L, (w0, 90,20, 0) =0, L% (w0, y0,%20,X0) =0,
g (w0, Yo, 20) = 0,

gdzie funkcja L(z,y, z, A) jest okreslona wzorem
L(z,y,2,\) = f(z,y,2) + Ag(z, y, 2).

Uwaga. Analogicznie jak poprzednio, L nazywamy funkcja, a A — mnoznikiem La-
grange’a. Punkt (zo, yo, 20, A\o) jest punktem stacjonarnym funkcji Lagrange’a.
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TWIERDZENIE 10.5. (metoda mnoznikéw Lagrange’a — warunek wystarczajacy)
Niech funkcja f ma ciggle pochodne czastkowe rzedu drugiego, a funkcja g ciagle po-
chodne czastkowe rzedu pierwszego na otoczeniu punktu (xg, yo, z0) oraz niech funkcje
te spelniaja warunki [2]. Wéwczas, jezeli

0 9. 9, .
9 Ly, Lz, Li.
9y Lay Ly, Ly
g L7, Ly. LI,

ﬁ (x07y07207 )\0) = det (x07y07207)\0) < 07

to funkcja f ma w punkcie (zg,yo,20) ekstremum lokalne wlasciwe przy warunku
g(z,y,2z) =01 jest to minimum, gdy

0 g» gy
det g; Lgx Lgy (xo, Y0, 20, )\0) <0
g9y Liy Ly
albo maksimum, gdy
0 g, g,
det | g, Ly, L3, | (%0,90,20,A0) > 0.
9y Ly Ly,
Cwiczenie 10.6. Korzystajac z metody mnoznikéw Lagrange’a znalezé:
(a) ekstrema lokalne funkcji f(x,y,2) = 22 + y* — 2 przy warunku 2z — 2y + z = 10;
(b) ekstrema lokalne funkcji f(x,y, z) = xyz przy warunku = + 2y + 2z = 6;
(c) punkt na powierzchni ¥ : 2% + y? + 22 + 2z + 4y — 42 = 0 polozony najblizej

punktu P = (3,6, —6).
Ekstrema funkcji f(x,vy,z) przy warunkach g(z,y,2)=0, h(x,y,z)=0

TWIERDZENIE 10.7. (warunki konieczne istnienia ekstremum warunkowego)

Niech funkcje f, g, h maja ciaggle pochodne czastkowe rzedu pierwszego na otocze-
niu punktu (zo, yo, 20). Jezeli funkcja f(z,y,z) ma w punkcie (zg, yo, 20) ekstremum
lokalne przy warunkach g(z,y, z) = 0, h(z,y, z) = 0, to istnieja liczby Ao, po takie, ze

[3] L/m (x05y0720? AOMUO) = 0? L; (xovy(h zOv)\OMuO) = 07 L/z (m07y07203 A(),,U()) = 07
g (550790720) 3 h (x07y0720) = 07

gdzie funkcja L(z,y, z, A, 1) jest okre$lona wzorem
L(z,y,2,A) = f(z,y,2) + Ag(z,y, 2) + ph(z,y, 2).

Uwaga. Podobnie L nazywamy funkcja, a A\, p — mnoznikami Lagrange’a. Punkt
(0, Yo, 20, N0, tt0) jest punktem stacjonarnym funkcji Lagrange’a.
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TWIERDZENIE 10.8. (metoda mnoznikéw Lagrange’a — warunek wystarczajacy)

Niech funkcja f ma ciggle pochodne czastkowe rzedu drugiego, a funkcje g, h cia-
gle pochodne czastkowe rzedu pierwszego na otoczeniu punktu (xo, yo, 20) oraz niech
funkcje te spelniaja warunki [3]. Wowczas, jezeli

[0 0 g, g d
0 0 W K I

H (20,40, 20, Mo, jto) = det | g, B, LY, LY, L7 | (z0,y0, 20, Ao, o) # 0,

9y hy Lz, Ly, Ly

| 9¢ K. Ly, Ly, LZ. |

to funkcja f ma w punkcie (zg, Yo, 20) ekstremum lokalne wlasciwe przy warunkach
g(z,y,2) = 0, h(z,y,2) = 0 i jest to minimum, gdy H (zo, Yo, 20, Mo, tto) > 0 albo

maksimum, gdy H (0, Yo, 20, Ao, o) < 0.
Cwiczenie 10.9. Korzystajac z metody mnoznikéw Lagrange’a znalezé:

(a) ekstrema lokalne funkcji f(z,y,z) = xyz przy warunkach zy + yz + z& = 8§,
T+y+z=3;

(b) ekstrema lokalne funkcji f(z,y, z) = z przy warunkach 22 +y? = 5, 2z +y + 2z = 6;
(c) punkt na prostej I : £ —y = 0, x+ z = 0 polozony najblizej punktu P = (1, —1, 3).

11. Funkcje uwikfane

Definicja 11.1. (funkcje uwiklane)

Funkcjg uwiklang okreslona przez warunek F'(z,y) = 0 nazywamy kazda funkcje y =
y(z) spelniajaca réwnoéé F(x,y(x)) = 0 dla wszystkich x z pewnego przedziatu I.
Podobnie okresla si¢ funkcje uwiktana postaci x = z(y), gdzie y € J.

Y Y

Rys. 11.1. Funkcje uwiklane y = y(x) oraz z = x(y) okreslone przez warunek F(x,y) =0

Cwiczenie 11.2. Naszkicowaé¢ wykresy wszystkich uwiklanych funkcji cigglych (réz-
niczkowalnych) postaci y = y(x) (o maksymalnych dziedzinach), ktére sa okreslone
przez warunki:

(a) 2* +y*=4; (b) 2> —y*=0; (c)sinz=cosy; (d)z*>—y*=0;
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() 2" +32” + 2 =y" +3y° +y; () 2% =y

4 2
(8%) 2" = y"; (h%) (2% +47)" = (2 = ?)

TWIERDZENIE 11.3. (o istnieniu i rézniczkowalnodci funkcji vwiklanej)

Niech funkcja F' ma ciagle pochodne czastkowe rzedu pierwszego na otoczeniu punktu
(z0,y0) oraz niech spetnia warunki: F' (zo,y0) = 01 F} (20, yo) # 0. Wtedy na pewnym
otoczeniu O punktu z istnieje jednoznacznie okreslona funkcja uwiklana y = y(z)
spetniajaca warunki: y (z) = yo oraz y'(x) = —F} (z,y(x)) /F, (z,y(z)) dla kazdego
x € 0.

Uwaga. Jezeli ponadto funkcja F' ma ciagle pochodne czastkowe drugiego rzedu na
otoczeniu punktu (xo,yo), to funkcja uwiklana y = y(z) jest dwukrotnie rézniczko-
walna na pewnym otoczeniu punktu zg i jej pochodna wyraza si¢ wzorem

B (F))* — 2F) FLF, + F. (F.)?

Ty " Y

(7))

1

y:

Yo &~

I
|
|

Y

) T

Rys. 11.2. Tlustracja twierdzenia o istnieniu i rézniczkowalnosci funkeji uwiklanej

Cwiczenie 11.4. Zbadaé, czy podane réwnania okredlajg jednoznacznie ciggla funkcje
uwiklana postaci y = y(z) lub = z(y) na pewnych otoczeniach wskazanych punktéw:

1
@ 0 =cosy, A= (1.0), 5= (5.5):
(b) 2* —2Y —1=0, A=(v3,1), B=(3,3);
(c) 2® — 32y + 32y —y> =1, A= (3,2), B=(0,-1).

Cwiczenie 11.5. Obliczyé o' (x0), 3" (z0) funkcji uwiklanej y = y(x) okreslonej w oto-
czeniu wskazanego punktu (zg, yo) przez réwnania:

(a) 2%y + 2y* =2, (z0,0) = (1,1); (b)  + siny = zy, (zo,y0) = (0,0);

@2i=a-n @ =(57) @t a2 (o) = 0.0,
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Cwiczenie 11.6. Obliczy¢ pierwsza i druga pochodna funkcji uwiklanych y = y(z)
okreslonych przez rownania:

(a) 2® —y+y* +1=0; (b) y —siny + 2 = 0;

(c) y* —arctgy — e = 0; (d) z=y+Iny.
Cwiczenie 11.7. Napisa¢ réwnania stycznych do krzywych okreslonych podanymi réw-
naniami we wskazanych punktach tych krzywych:

(a) (z -y =ay+az—y+3, A=(1,-1); (b)z+2®=9y>+4y° A=(1,1);
(c)2+2° +9° =€ +e¥, A=(0,0); (d) Inva?+y2+zy=1, A=(1,0).

TWIERDZENIE 11.8. (o ekstremach lokalnych funkcji wwiklanej)

Niech funkcja F' ma ma ciggle pochodne czastkowe rzedu drugiego na otoczeniu
punktu (zg,yo) oraz niech spelnia warunki:

e (o, yo)

F(zo,y0) =0, F, (20,90) =0, F,(x0,y0)#0,
(70,%0) (70, %0) v (20,%0) F! (20, %0)

£0.

Wtedy funkcja uwiktana y = y(x) okreslona przez warunek F(z,y) = 0 ma w punkcie
xo ekstremum lokalne wtasciwe i jest to minimum, gdy A > 0 albo maksimum, gdy
A<0.

Uwaga. Réwnosé F. (xo,y0) = 0 jest warunkiem koniecznym, zas F... (xo,%0) # 0
warunkiem wystarczajacym istnienia ekstremum funkcji uwiklanej. Prawdziwe jest
takze analogiczne twierdzenie o ekstremach funkeji uwiklanej postaci z = z(y).

max.
y=y1(z)

,,,,,,,,,,,,,,,,,

min.

Rys. 11.3. Funkcja uwiktana y = y1(z) ma w punkcie 1 maksimum lokalne,
a funkcja y = y2(x) ma w punkcie z2 minimum lokalne wlasciwe

Algorytm znajdowania ekstreméw lokalnych funkcji uwikfanej

1. Punkty, w ktérych funkcja uwiklana moze mieé¢ ekstrema lokalne, znajdujemy ko-
rzystajac z warunku koniecznego istnienia ekstremum. W tym celu rozwiazujemy
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uklad warunkow:

F(z,y) =0, F}(x,y) =0, Fy(z,y) # 0.

2. W otrzymanych punktach (zg,y0) sprawdzamy warunek wystarczajacy istnienia
ekstremum, tj. badamy, czy zachodzi nieréwnosc¢

A:_Fm/:w(a:anO) 0.
F(z0,90)

Na podstawie znaku A ustalamy rodzaj ekstremum.

Cwiczenie 11.9. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkeji uwiklanych postaci y = y(x)
okres$lonych przez warunki:

(a) 2* +9® — 8y = 0; (b) 2? +9y* —xy — 20+ 4y = 0;

(c) (2 +y°) =2 (2 —?); (d) y* —y* =2>



Catki podwdjne

1. Catki podwdjne po prostokacie

Definicja 1.1. (podzial prostokgta)

Podziatem prostokgta R = {(z,y) : a <z < b, ¢ < y < d} nazywamy rodzing P zlo-
zong z prostokatéw Ry, Ra, ..., R,, ktore catkowicie wypelniaja prostokat R i maja
parami rozlaczne wnetrza.

X
vi o B
R L dy
I

S S
Axy,

| |

| |

| |

L I

a P T
x b

Rys. 1.1. Podzial prostokata

Oznaczenia stosowane w definicji catki po prostokacie:

Az, Ay, — wymiary prostokata Ry (1 < k < n);

dy = \/(Aa:k)Q + (Ayg)® — dlugosé przekatnej prostokata Ry (1 < k < n);

§(P) =max{dy : 1<k <n} — drednica podzialu P,

E={(z],y7) . (x3,y5),....(x},y})}, gdzie (z, yi) € Ri (1 < k < n) — 2bidr punktow
posrednich podzialu P.

Definicja 1.2. (suma calkowa)

Niech funkcja f bedzie ograniczona na prostokacie R oraz niech P bedzie podzialem
tego prostokata, a = zbiorem punktow posrednich. Sumg calkowq funkcji f odpowia-
dajaca podzialowi P oraz punktom poérednim = nazywamy liczbe

n

S 7 (o wi) (M) (Aga).

k=1

90
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Rys. 1.2. Tlustracja sumy caltkowej

Uwaga. Suma catkowa jest przyblizeniem objetosci bryly ograniczonej wykresem funk-
cji z = f(z,y) > 0, lezacym nad prostokatem R oraz plaszczyzna xOy przez sume
objetosci prostopadloscianéw o podstawach Ry, 1 wysokosciach f (z7, yj).

(a)

Rys. 1.2. Tlustracja sumy catkowej dla: (a) n =

Definicja 1.3. (calka podwéjna po prostokgcie)

Niech funkcja f bedzie ograniczona na prostokacie R. Catke podwdjng z funkcji f po
prostokacie R definiujemy wzorem:

] S dos = i S5 o) () )
J -

Zakladamy przy tym, ze granica po prawej stronie znaku réwnosci jest wlasciwa i
nie zalezy od sposobéw podzialu P prostokata R ani od sposobéw wyboru punktéw
posrednich =. Méowimy wtedy, ze funkcja f jest calkowalna na prostokgcie R.

Uwaga. Catke podwdjna z funkcji f po prostokacie R oznaczamy tez symbolem

//f(x,y) dP.
R

Catka podwojna po prostokacie jest uogdlnieniem calki z funkcji jednej zmiennej.

FAKT 1.4. (o calkowalnosci funkcji cigglej)
Funkcja ciagla na prostokacie jest na nim catkowalna.
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TWIERDZENIE 1.5. (o liniowosci catki)
Niech funkcje f i g beda catkowalne na prostokacie R oraz niech a, 5 € R. Wtedy

// (af(x,y)+6g(x,y)) dP:a//f(x,y)dp—i—ﬁ//g(x’y)dp.
R " "

TWIERDZENIE 1.6. (o addytywnosci calki wzgledem obszaru calkowania)

Jezeli funkcja f jest catkowalna na prostokacie R, to dla dowolnego podziatu tego
prostokata na prostokaty Ry, Rs o roztacznych wnetrzach zachodzi réwnosé

| 1w sy = [[ s ar [[ s ar
R Ry Ro

TWIERDZENIE 1.7. (o zamianie calki podwdjnej na calki iterowane)
Jezeli funkcja f jest ciagla na prostokacie [a,b] X [c,d], to
b T d [ b
| t@war=[|[swpa| = [|][ 1y de| .
[a,b] X [c,d] a Le ¢ La

Uwaga. Calki wystepujace w tezie twierdzenia nazywamy calkami iterowanymi.
4

KRG
5
Xy

"
&R
2
"

3

X

R
X0

N

I
kﬁ
0
=

<
)8

&

o

X5
XX
5

Q%
KX
X
R
oo
S
o

£l \v
iy
=
N
&
&L
X3
¢
:‘:
V9

“’

)
&
‘:p‘
(>
&

8
&
1%

Rys. 1.3. Ilustracja calek iterowanych

Bedziemy pisali umownie

b d d b
[ [r@nay i+ [y [ sy,

zamiast odpowiednio

b T d
/ /f(x,y) dy|dz i

b
/f(x,y) dzx | dy.

0\&.
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Cwiczenie 1.8. Obliczy¢ calki iterowane:

2 3 2
(a) (w+y2x) dy, / dy/ (;v +y2x) dx;

4 1

(2% + y2z) dy, /dy/eryx ;
2 —1
In3 In4

c) / de [ €Y dy, /dy/er’Lyd;v
0 0 0

Cwiczenie 1.9. Obliczy¢ calki podwéjne po wskazanych prostokatach:

a) //acy2 dxdy, R = [0,1]x //sm (z+y)dzdy, R = [ } X [0, g},
R
o) Z/xe””ydxdy,R:[O,l]x[O,S]; (d) z/%ﬁ:[mx[m.

FAKT 1.10. (calka podwéjna z funkcji o rozdzielonych zmiennych)

U
8
O\E m\% O\w

Niech funkcje g i h beda ciagle odpowiednio na przedzialach [a, b] i [c, d]. Wtedy

|| st dudy - /b glw)da | - /d h(y) dy

la,b] x[c,d] a

Cwiczenie 1.11. Podane calki zamieni¢ na sumy i iloczyny calek pojedynczych:

//cos (r+y) dedy, R = { T 4} // " dxdy, R =1[0,1]x[0,1];
o) //xy(x+y)dacdy,R:[—l,l]x[—l,l]; //m ) dedy, R = [2,4]x[1,€].
R

2. Catki podwadjne po obszarach normalnych

Definicja 2.1. (calka podwdjna po obszarze)

Niech f bedzie funkcja okreélona i ograniczona na obszarze ograniczonym D C R? oraz
niech R bedzie dowolnym prostokatem zawierajacym obszar D (rysunek). Ponadto
niech funkcja f* bedzie rozszerzeniem funkcji f na R okre$lonym wzorem:

‘ _f f(z,y) dla (z,y) € D,
f(x’y)_{o ! dla (m,z)eR\D.
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Rys. 2.1. Tlustracja rozszerzenia funkcji na prostokat

Calke podwaojng funkeji f po obszarze D definiujemy wzorem:

[ 1ewar = [[ r@yap
D R

o ile catka po prawej stronie znaku réwnosci istnieje. Mowimy wtedy, ze funkcja f
jest calkowalna na obszarze D.

Uwaga. Calka // f*(x,y) dP nie zalezy od wyboru prostokata R.
R

Definicja 2.2. (obszary normalne wzgledem osi ukladu)

Obszar domkniety D nazywamy obszarem normalnym wzgledem osi Ox, jezeli mozna
go zapisa¢ w postaci:

D={(z,y): a<x<b, glx) <y < h(x)},

gdzie funkcje g i h sa ciagle na [a, b] oraz g(z) < h(x) dla kazdego x € (a,b).

Podobnie, obszar domkniety D nazywamy obszarem normalnym wzgledem osi Oy,
jezeli mozna go zapisaé¢ w postaci:

D={(z,y): e<y<d, ply) <z <q()},
gdzie funkcje p i ¢ sa ciagle na [e, d] oraz p(y) < q(y) dla kazdego y € (¢, d).

y y
y = g(x) dt-------

o
!
(®P =

a

¥y~ Ci-------

Rys. 2.2. Obszar normalny wzgledem osi: (a) Oz, (b) Oy
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Cwiczenie 2.3. Obszary przedstawione ponizej zapisaé¢ jako normalne wzgledem osi
Oz lub Oy:

(a) vy (b)

297 Y
3
14----———-
1 D potokrag
1 2 T
(c) Y
3 (d)
Yy
tuk paraboli 1
D tuk tuk
' paraboli D paraboli
i 1 2 T
77777 —1
-1

Cwiczenie 2.4. Zbadaé, ktéry z obszaréw ograniczonych podanymi krzywymi jest nor-
malny wzgledem osi Oz, a ktéry wzgledem osi Oy. Naszkicowaé te obszary.

(a) y =27, y =z D) y=0, =2, y=2a%
1
@y=-1y=1l=2-yV1-y2 z=1-y> -1
T T
f = |si = -1 _ = =
(f) y=sinzl|, y , T 5 T= 15

TWIERDZENIE 2.5. (calki podwdjne po obszarach normalnych)
(a) Jezeli funkcja f jest ciagla na obszarze

D={(z,y): a<z<b, g(z) <y<h(z)}

normalnym wzgledem osi Oz, to

//f(l’,y)dxdy:/b 7)f(x,y) dy | dzx.
D a \g()

(b) Jezeli funkcja f jest ciagla na obszarze

D={(z,y): c<y<d, ply) <z<qy)}



96 Rozdziat 4. Catki podwdjne

normalnym wzgledem osi Oy, to

d [ ay)
/f(x,y)dwdy=/ f(@,y) de | dy.
D c p(y)
Uwaga. Calki iterowane:
b [ h(z) d { aly)
[ [ rewar|a [| [ swpd]|
a \g(z) c \r()
bedziemy zapisywali umownie odpowiednio w postaci:
b h(x) d qa(y)
/dw / f(z,y)dy, /dy/f(x,y)dw-
a 9() ¢ p(y)

Cwiczenie 2.6. Zamieni¢ catke podwdjna //f(x,y) dxdy na calki iterowane, jezeli

obszar D ograniczony jest krzywymi:

1
a)y=14++V2z—22% =0, =2, y=0; (b) y =z, a:yzl,y:?
() ya? =1, y=1y=2; @y=le—1], y=2—|z—1;
(@ z=0, 22 +y° =1, y =V, (y>0); ) z=y* y=a-2.

Cwiczenie 2.7. Obliczy¢ calki iterowane (narysowaé obszary calkowania):

2 2z 0 y
a)/dw/ 1+x—|—y /d;v/cosx—i—y ) dy; (c)/dy/(y—x)eydx;

0 z —1 2y

2 y+2 sin x e %
/ /y dx; /dx / zy dy; () /dm/emy dy;
= y 1 0

1 1 1 1 p 1 1 -
€T . Y
/dy/ye (h*)/dy/1+x4; (1*)/dy/ 1—;(195.
0 y 0 Yy 0 Y

Wsk. W niektérych catkach nalezy zmienié kolejno$¢ catkowania.

Cwiczenie 2.8. Narysowa¢ obszary calkowania i nastepnie dokonaé zmiany kolejnosci
catkowania w przykltadach:
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sin x

au)/ldgc/lfacydy7 /d;v/f:vyd% (C)/2
1
/

0
Iny 1 9—x2
dy | f(x (e) [ dz fl@,y)de;  (f) [dz | f(z,y)de
o foufremss o fur [

Cwiczenie 2.9. Obliczy¢ calki podwéjne:
a) // (x2 —xy) dxdy, D = {(x,y) ER?: y>ux, y< 395—952};

b) //(33:—23/) dedy, D ={(z,y) eR*: 2°+y* <1};
c) //xydxd% D={(z,y) eR*: y<b6—z, y>Vz,2>0};

d) //yda:dy, D= {(x,y) € R?: z <arcsiny, y 7, 0}
D

Definicja 2.10. (obszar regularny na plaszczyznie)
Sume skonczonej liczby obszaréw normalnych (wzgledem osi Oz lub Oy) o parami
roztacznych wnetrzach nazywamy obszarem regularnym na plaszczyznie.

Y Y (b) Y (c)

T x x

Rys. 2.3. Przyklady podzialéw obszaréw regularnych na obszary
normalne: (a) wzgledem osi Oz, (b) wzgledem osi Oy, (c) wzgledem obu osi

FAKT 2.11. (calka po obszarze regularnym na plaszczyénie)

Niech obszar regularny D bedzie suma obszaréw normalnych Dq, Ds, ..., D, o pa-
rami rozlacznych wnetrzach oraz niech funkcja f bedzie calkowalna na tym obszarze.

Wtedy

//f(x,y)dP://f(x,y)dP—i—/ f(x,y)dP-i—...—i—/ fz,y)dP
D D5 D3 Dy,
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Uwaga. Calki po obszarach regularnych maja te same wtasnosci, co calki po prosto-
katach (liniowo$¢, addytywnosé wzgledem obszaru catkowania).

Cwiczenie 2.12. Obliczy¢ podane calki podwéjne po zbiorach ograniczonych wskaza-
nymi krzywymi:

(a) //xydxdy, D:axy=1, [zr—yl=1
D
a»[/u+mdm% D:y=Val 2y = e, ¢ = 1

D
) //ydmy’ D:y=2-a y=-1y=1a=1-1-y%
D

Definicja 2.13. (calka podwdjna z funkcji wektorowes)

Niech funkcje Fy, Fy beda calkowalne na obszarze regularnym D C R2. Calke z
funkeji wektorowej F' = (Fy, F») po obszarze D okreslamy wzorem:

//F(x,y) dP = //Fl(x,y) dP, //Fg(x,y)dP
D D D

Uwaga. Podobnie okresla si¢ catke po obszarze D z funkcji wektorowej postaci:

F(z,y) = (Fi(@.y), B(e.y). B (2.9))

FAKT 2.14. (o calkowaniu funkcji niecigglych)

Jezeli funkcja f jest calkowalna na obszarze regularnym D, a funkcja ograniczona g
pokrywa si¢ z funkcja f poza skonczona liczba krzywych, ktére sa wykresami funkcji
cigglych postaci y = y(x) lub z = x(y), to funkcja g jest caltkowalna na D oraz

//g(x,y)dP=//f(w,y)dP-
D D

Uwaga. Inaczej méwiac zmiana wartosci funkcji f w punktach krzywych ciaglych
postaci y = y(x) lub z = z(y) nie powoduje zmiany wartosci calki z tej funkcji.

Cwiczenie 2.15. Korzystajac z powyzszego twierdzenia obliczyé calki podwojne:

(a) // {sin(x +y)J dxdy, D =1[0,7] x [0, 7;
D

(b) //sgn (y — 2°) dzdy, D =[0,2] x [0,2];



3. Zamiana zmiennych w catkach podwdjnych* 99
(© [ min (oo ) dady. D= (1,2 x [-1,3]

D
@ [[ V& -y] dedy. D =10.4]x 0.2

D

Definicja 2.16. (wartos$¢ $rednia funkcji na obszarze)

Wartoéciq $redniq funkcji f na obszarze D nazywamy liczbe f, okreslong wzorem

1o~ s [ o

Uwaga. Jezeli f > 0, to wartos¢ érednia funkcji f na obszarze D jest wysoko$cia walca
o podstawie D, ktorego objetos¢ jest réwna objetosci bryly ograniczonej wykresem
funkcji f lezacym nad D.

Rys. 2.4. Warto$¢ srednia funkcji

Cwiczenie 2.17. Obliczy¢ wartosci srednie podanych funkeji na wskazanych obszarach:

(a) f(a,y) = =, D:{(x,y)€R2:0<x<1,0<y<\/1—x2};
(b) f(r,y) =sin(e +y), D={(@y) €R: 0<zy< T},

Cwiczenie 2.18. Wysokosé nad poziomem morza pewnego terenu jest opisana wzo-
rem w(x,y) = 20 + sinx cos 2y, gdzie (z,y) € [0,7] x [-7/2,7/2]. Obliczy¢ $rednie
wzniesienie tego terenu.

3. Zamiana zmiennych w catkach podwdjnych*

Definicja 3.1. (przeksztalcenie obszaréw na plaszczyinie)

Niech A i D beda obszarami odpowiednio na plaszczyznach uOv i xOy. Przeksztal-
ceniem obszaru A w obszar D nazywamy funkcje 7 : A — D okreSlona wzorem:

(z,y) =T (u,v) = (gp(u,v),¢(u,v)) ,  gdzie (u,v) € A.



100 Rozdziat 4. Catki podwdjne

Obrazem zbioru A przy przeksztalceniu 7 nazywamy zbiér

T(A) = {(x,y) sz =o(u,v), y=1(u,v), (u,v) € A}.

Przeksztalcenie 7 nazywamy:

a) ciaglym, jezeli funkcje ¢ i v sa ciagle na obszarze A;

b) réznowartoéciowym, jezeli réznym punktom obszaru A odpowiadaja rézne punkty
jego obrazu D.

v Y

Rys. 3.1. Przeksztalcenie obszaréw na plaszczyznie

Cwiczenie 3.2. Narysowaé obrazy podanych obszaréw A przez wskazane przeksztal-
cenia 7 plaszczyzny uOv w plaszczyzne zOy:

(a) A={(u,0) eR?: 0<u<1,2<v<4}, T:{ T =U+,
y=u-—uv;
(b)A:{(u,U)E]Rz: 1<u<2,0<v<z}, ’T:{ LT weosy,
2 Yy = usinv;
() A={(u,v) eR*: 0<u<1,0<v< 1}, T:{ x:u;), )
y =u?—v%

x = e cosv,
y = e"sinv.

(d) A={(u,v) eR*: 0<u<2,7<v< 2}, T:{

Czy podane przeksztalcenia 7 sa réznowarto$ciowe na obszarze A?

FAKT 3.3. (obraz obszaru przy przeksztalceniu)

Obraz obszaru przy przeksztalceniu cigglym i réznowartosciowym jest rowniez obsza-
rem.

Definicja 3.4. (jakobian przeksztalcenia)

Jakobianem™ przeksztalcenia 7 (u,v) = (p(u, v), ¥ (u,v)) nazywamy funkcje okreslona
wzorem:

Jr(u,v) = det [ :ZZEZ’U

*Karol Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), matematyk niemiecki.
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0 D
(@) | 2@ ¥)
O(u,v) D(u,v)
tos¢ bezwzgledna jakobianu przeksztalcenia w punkcie jest w przyblizeniu stosunkiem
pola obrazu matego otoczenia punktu do pola tego otoczenia.

. War-

Uwaga. Jakobian przeksztatcenia 7 oznacza sie takze przez

TWIERDZENIE 3.5. (o zamianie zmiennych w calce podwdjnej)

Niech przeksztalcenie T = (p(u,v), ¥ (u,v)) odwzorowuje réznowartosciowo wnetrze
obszaru regularnego A na wnetrze obszaru regularnego D, gdzie funkcje ¢, maja
ciggle pochodne czastkowe rzedu pierwszego na pewnym zbiorze otwartym zawieraja-
cym obszar A oraz ich jakobian Jr jest rézny od zera wewnatrz tego obszaru. Niech
ponadto funkcja f bedzie ciagla na obszarze D. Wtedy

//f(a:,y) drdy = //f (tp(u,v),w(u,v)) ‘JT(U,U)’ dudv.
D A

Cwiczenie 3.6. Dokonujac odpowiedniej zamiany zmiennych obliczy¢ podane calki po-
dwojne, gdzie D jest obszarem catkowania ograniczonym wskazanymi krzywymi:

(a) //(a:—i—y)da:dy, D:2x+y=22x+y=3,z—y=—-1L,x—y=1;
D

(b) //xydxdy, D:zy=1zy=2y=2%y=3z%
D

2?2 42
(c) // (Z + §> dxdy, D : 922 + 4y* = 36;
D

(d*) //(\/E—F\/@) dedy, D:x=0,y=0, z+/y=2.

4. Wspotrzedne biegunowe w catkach podwodjnych

Definicja 4.1. (wspdlrzedne biegunowe)

Potozenie punktu P na plaszczyznie mozna opisaé para liczb (p, o), gdzie:

(¢ — oznacza miare kata miedzy dodatnia czeécia osi Oz a promieniem wodzacym
punktu P, 0 < ¢ < 27 albo —7 < ¢ < T,

o — oznacza odlegtoé¢ punktu P od poczatku ukladu wspolrzednych, 0 < o < co.
Pare liczb (¢, 0) nazywamy wspdlrzednymi bieqgunowymi punktu plaszczyzny.

Y

x

Rys. 4.1. Wspéirzedne biegunowe punktu
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FAKT 4.2. (zalezno$é miedzy wspdlrzednymi biegunowymi i kartezjariskimi)

Wspélrzedne kartezjanskie (z,y) punktu plaszezyzny danego we wspolrzednych bie-
gunowych (¢, o) okreslone sg wzorami:

y = psine.

Uwaga. Przeksztalcenie B, ktére punktowi (@, o) przyporzadkowuje punkt (z,y) okre-
$lony powyzszymi wzorami, nazywamy przeksztalceniem biegunowym.
esingp t-———————————————————

1
ocos @ x

Rys. 4.2. Zamiana wspdélrzednych biegunowych na kartezjanskie

Cwiczenie 4.3. We wspélrzednych biegunowych naszkicowaé krzywe:
(a) 0 = a, gdzie a > 0 oraz ¢ € [0,27);  (b) 0 = ayp, gdzie a > 0 oraz ¢ € [0,00);
(c

,gdz1ea>00raz € (0,00); (d) o= €, gdzie a > 0 oraz ¢ € R;
4 4

(e) o = asiny, gdzie a > 0 oraz ¢ € [0, 7];

(%) Q:am, gdzie a > 0 oraz ¢ € [—g,%} U [%’%]7

(g%) 0= ——

Gy gdzie a > 0 oraz ¢ € [0,27) .

Cwiczenie 4.4. Obszary przedstawione na rysunkach zapisa¢ we wspélrzednych bie-
gunowych:

(a) y (b)

: >
= q @
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TWIERDZENIE 4.5. (wspdlrzedne biegunowe w calce podwdjne;j)

Niech obszar A we wspélrzednych biegunowych bedzie regularny oraz funkcja f bedzie
ciagta na obszarze D, ktory jest obrazem zbioru A przy przeksztalceniu biegunowym;
D = B(A). Wtedy

//f(%y) dwdy://f(gcosw,gsinw)gdgdw.
D A

Uwaga. Jezeli we wspé6irzednych biegunowych obszar A ma postac:

A={(p,0): a<p< B glg) <o<h(p)},

gdzie funkcje nieujemne g i h sa ciagle na przedziale [a, 5] C [0, 27, to

8 h(¢)
//f(@cow,@sinw)gdgclw:/dsa / [ (ocosp, osinp) odo.
A a a(p)

Wspblrzedne biegunowe stosujemy wtedy, gdy obszar calkowania jest ograniczony
tukami okregéw o $rodku w poczatku ukladu oraz odcinkami prostych przechodzacych
przez poczatek uktadu.

© Yy
o=h(p)
B
A
3 e=g(¥) } /
s s Mg
« 3 (2] T

Rys. 4.3. Tlustracja twierdzenia o zamianie zmiennych
w calce podwodjnej na wspoétrzedne biegunowe

Cwiczenie 4.6. Wprowadzajac wspélrzedne biegunowe obliczyé podane calki, podwéjne,
jezeli obszarem catkowania D jest obszar ograniczony wskazanymi krzywymi:

(a) // e~ (#*+v%) drdy, D: x®> +y? =2;
D

dzd
(b) //#yzy—l’ D: x2+y2=9, $2+y2:25,
D

(c) //ydwdy, D:a?+y?*=4, 2°+y*=1, y=2,y=0, (x>0,y>0);
D
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dxd
// 2j—y ’D:$2+92:4a95:0,9217(95<073J>1)3
(z y?)

D

*) // dzdy D: ($2+y2)2 —dz (22 492) = 492, @4y? =4, (z > 0);

Va2 y?
*)/ v/ 22 +y2dxdy, D : (m2+y2)2:x2—y2, x=0, (z>0).
D

Cwiczenie* 4.7. Wprowadza sie takze uogdinione wspélrzedne biegunowe. Sa one okre-
$lone wzorami:

T = xo + apcos p,

Yy = Yo + bosiny,

gdzie a, b > 0. Jacobian jest wtedy réwny abp. Korzystajac z uogdlnionych wspot-
rzednych biegunowych obliczy¢ podane catki podwdjne, jezeli obszar catkowania D
jest ograniczony wskazanymi krzywymi:

a) //a:yda:dy, D:(z—1>+@y+1)7° =4
D

b 2 dedy, D2 L,
)//(x+y)xy7 7%
D

5. Zastosowania catek podwdjnych w geometrii

1. Pole obszaru regularnego D C R? wyraza si¢ wzorem:

pole (D):// dP.
D

Cwiczenie 5.1. Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych krzywymi:

(a)z+y=3, =0, y=0; (b) z =y° z=1;

(c) y=cosz, y=sinz, xz—%, ng; (d)zy=1, y==, y=2z, (z,y >0);

(e) y=I]z|, y =% (f) 2 +y* =2, y=0, y=zvz (z > 0);
2

(2) 2+ (y—2)? =4, y==x, (y <) (0*) (2* +y?)" =2 (2* —y?) ., (z > 0).

2. Objetosé bryly V polozonej nad obszarem regularnym D C R? i ograniczonej z dotu
i z géry odpowiednio wykresami funkcji ciagltych z = d(z,y) i z = g(z,y)
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Rys. 5.1

wyraza sie wzorem:

objetosé (V) — // lg(z,y) — d(z, )] dP.
D

Cwiczenie 5.2. Obliczy¢ objetosci bryl ograniczonych powierzchniami:

(a) 22 +y2 +22 =9, 2 + 9% = 1; (b)z=5-2z—y, =0, y=0,z = 0;
() z=4—2>—y% 2=0; (d) z=9—-2% 2=0, y* = 3a;
1

() 2= ———, 2=0, 22 +9y> =1, 22 + 9> =9;
Va?+ y?

fHz=e"" z24+y=1,2=0,y=0,2=0, (x +y < 1).

3. Pole plata X, ktory jest wykresem funkcji

z = f(=z,y), polozonym nad obszarem regular-
nym D C R?, wyraza si¢ wzorem

pole () = // \/1 + (L) + (f;)2dP.
D

o
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Zakltadamy tu, ze funkcja f ma ciagle po-
chodne czastkowe pierwszego rzedu na obsza- Rys. 5.2.
rze D.

Cwiczenie 5.3. Obliczy¢ pola czeéci powierzchni z = f(z,y) odcietych powierzch-
niami:

(a) f(x,y):8—2x—2y, x=0,y=0,2z=0; (b) f(xay): \% $2+y2, !E2+y2 = 2z;
(c) flz,y)=V16—a2—y2, 2 =1, 2 =2; (d) f(x,y):% (®+97), 2°+y* = &;
(e) flz,y)=1—2%—1° 2=0; ) flz,y)=vai+y?, 2z=1,2=2.
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6. Zastosowania catek podwdjnych w fizyce

Niech D C R? bedzie obszarem regularnym o ciaglej gestosci powierzchniowej masy
o= o(z,y). Wtedy:

1. Masa M obszaru D wyraza sie wzorem:

M:Z/U(a},y)dp

Uwaga. Jezeli obszar D ma stala gesto$¢ oy, to jego masa wyraza sie wzorem

Mzao/ dP = o0q - pole (D).

2. Momenty statyczne M S, i M.S,, odpowiednio wzgledem osi Oz i Oy, obszaru D
wyrazaja si¢ wzorami:

MS, = // yo(z,y)dP,  MS, — // v (x,y) dP
D D

3. Wspdlrzedne z,, y. $rodka C masy obszaru D wyrazaja si¢ wzorami:

) //xmy ) //yaxy
R T T

Uwaga. Jezeli obszar D ma staly gestodé, to wspolrzedne jego srodka masy wyrazaja

si¢ wzorami
1 1
= dP. = — dP.
e~ pole (D) // T Ve T hole (D) // v
D D

Ponadto, gdy obszar na plaszczyznie ma srodek symetrii i gesto$é powierzchniowa jest
funkcja symetryczna wzgledem tego $rodka (np. jest stala), to srodek masy obszaru
pokrywa sie z jego $rodkiem symetrii (rysunek). Podobnie, gdy obszar na plaszczyznie
ma o$ symetrii i gesto$é powierzchniowa jest funkcja symetryczna wzgledem tej osi
(np. jest stala), to Srodek masy obszaru lezy na tej osi (rysunek).
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4. Momenty bezwladnosci I, I, odpowiednio wzgledem osi Oz, Oy, obszaru D wy-
razaja sie wzorami:

I, = // y?o(z,y)dP, I, = //xza(a:,y) dP.
D D

Moment bezwladnosci Ip wzgledem poczatku ukladu wspdlrzednych obszaru D o
gestosci powierzchniowej masy o wyraza si¢ wzorem:

Ip = // (2 + y°) o (z,y) dP.
D

Uwaga. Jezeli obszar D jest jednorodny i ma mase M, to powyzsze wzory przyjmuja
postac:

M M M
I, = ———— 2dp, I, = ——— 2dP, Ip= ———— 2 2) dp.
pole (D) //y b, Ly pole (D) //a: b, o pole (D) //(a: ty ) d
D D D

Cwiczenie 6.1.

(a) Obliczy¢ mase obszaru D ograniczonego krzywymi z = 0,y = 0, z +y = 2,
jezeli gesto$é powierzchniowa masy w punkcie (z,y) tego obszaru wyraza si¢ wzorem
oz, y) = zy.

(b) Obliczyé moment statyczny jednorodnego tréjkata réwnobocznego o boku a i
masie M. Moment statyczny obliczy¢ wzgledem podstawy trojkata.

(¢) Wyznaczy¢ wspdlrzedne $rodka masy jednorodnej éwiartki kola o promieniu R.
(d) Obliczy¢ moment bezwladnosci cienkiej jednorodnej tarczy w ksztalcie kola o
promieniu R i masie M. Moment bezwladnosci obliczy¢ wzgledem osi tarczy, ktéra
jest do niej prostopadta.

Cwiczenie 6.2. Wyznaczy¢ polozenia érodkéw masy jednorodnych obszaréw przedsta-
wionych ponizej:

(a) — (b) (c)

wly

>
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Cwiczenie 6.3. Wyznaczy¢ momenty bezwladnoéci podanych obszaréw jednorodnych
o masie M wzgledem wskazanej osi:

(a) (b) ‘ (c)

| reguta Pappusa’—Guldina*

Niech S bedzie figura zawarta w polplaszcezyznie. Objetosé bryty V powstalej z obrotu
figury S wokol krawedzi poiplaszezyzny wyraza sie wzorem:

objetos¢ (V) = 2xr,, pole (S),

gdzie r_ oznacza odlegtos¢ srodka masy figury S od osi obrotu.

_——

1

Pl

~~

Rys. 6.1. Bryla powstala z obrotu
figury S wokot krawedzi pétplaszezyzny

tPappus z Aleksandrii, matematyk grecki, ITI w. p.n.e.
tPaul Guldin (1577-1643), matematyk szwajcarski.



6. Zastosowania catek podwdjnych w fizyce 109

Cwiczenie 6.4.
(a) Obliczyé¢ objetos¢ bryly powstalej z obrotu kola o promieniu r wokdl prostej
lezacej w plaszczyznie kola, jezeli odleglo$é¢ srodka kota od osi obrotu wynosi R,
R > r (torus).

(b) Obliczy¢ objetosé¢ bryly powstalej z obrotu tréjkata réwnobocznego o boku a
wokot osi rownoleglej do podstawy i potozonej od niej w odlegtosci b.

Cwiczenie 6.5. Wykorzystujac I regule Pappusa-Guldina znalezé polozenia érodkéw
masy podanych figur jednorodnych:

(a) potkole o promieniu R;

(b) trojkat prostokatny o przyprostokatnych a, b.

Il reguta Pappusa—Guldina

Niech I' bedzie krzywa zawarta w pdlplaszczyznie. Pole powierzchni ¥ powstalej z
obrotu krzywej I' wokoét krawedzi potplaszezyzny wyraza sie wzorem:

pole () = 27r,, dugosé (I),

s 7

gdzie r_ oznacza odlegltos¢ srodka masy krzywej I' od osi obrotu.

Rys. 6.2. Powierzchnia Y powstala z obrotu
krzywej I' wokét krawedzi péiplaszezyzny

Cwiczenie 6.6.
(a) Obliczy¢ pole powierzchni powstalej z obrotu okregu o promieniu r wokdl prostej
lezacej w plaszczyznie okregu, jezeli odlegto$é srodka okregu od osi obrotu wynosi R,
R > r (torus).

(b) Obliczy¢ pole powierzchni bocznej stozka o tworzacej [ i promieniu podstawy r.

Cwiczenie 6.7. Wykorzystujac II regute Pappusa-Guldina znalezé polozenia srodkéw
masy podanych krzywych jednorodnych:

(a) brzeg ¢wiartki kola o promieniu R;

(b) brzeg tréjkata réwnoramiennego o podstawie a i wysokosci h.



Catki potrojne

1. Catki potréjne po prostopadfoscianie

Definicja 1.1. (podzial prostopadloscianu)

Podzialem prostopadiodcianu P = {(z,y,2): a <z < b, c<y<d, p<z<q} nazy-
wamy rodzine P zlozona z prostopadloscianéw P, Py, ..., P,, ktore calkowicie wy-
pelniaja prostopadtoscian P i maja parami roztaczne wnetrza.

Rys. 1.1. Podzial prostopadto$cianu

Oznaczenia stosowane w definicji catki po prostopadfoscianie:

Az, Ay, Az, — wymiary prostopadloscianu Py (1 < k < n);

d = \/(Axk)2 + (Ayr)? + (Azi)? — dlugoéé przekatnej prostopadloscianu Py, (1 <
k < n);

§(P) = max{dy : 1 <k < n} — srednica podzialu P;
E=A{(1,91,20), (25,93, 23) ... -, (@7, yp, 7)), gdzie (x5, 2) € P (1 <k <n) -
zbior punktow posrednich podziatu P.

110
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Definicja 1.2. (suma calkowa)

Niech funkcja f bedzie ograniczona na prostopadloécianie P oraz niech P bedzie
podzialem tego prostopadloscianu, a = zbiorem punktéw posrednich. Sumg calkowq
funkcji f odpowiadajaca podziatowi P oraz punktom posrednim = nazywamy liczbe

Z f @k, Yk 22) (Aze) (Ay ) (Azp).
k=1

Definicja 1.3. (calka potrdjna po prostopadlodcianie)
Niech funkcja f bedzie ograniczona na prostopadtoscianie P. Calke potrojng z funkcji
f po prostopadloscianie P definiujemy wzorem:

= i s Uns 25) (A Ayr)(Azg).
/P/ o) dodyde = lin 321 (o) (3020 B (320

Zaktadamy przy tym, ze granica po prawej stronie znaku réwnosci jest wlasciwa i nie
zalezy od sposobu podziatu P prostopadloscianu P ani od sposobu wyboru punktéw
posrednich =. Mowimy wtedy, ze funkcja f jest calkowalna na prostopadloscianie P.

Uwaga. Catke potrdjna z funkcji f po prostopadtoscianie P oznaczamy tez symbolem:

/F[ f(z,yy,2)dV.

FAKT 1.4. (o calkowalnosci funkcji cigglej)

Funkcja ciagta na prostopadloscianie jest na nim catkowalna.

TWIERDZENIE 1.5. (o liniowosci catki)

Niech funkcje f i g beda calkowalne na prostopadloscianie P oraz niech «,3 € R.
Wtedy

/// (af(xayaZ)Jrﬂg(x,y,z))dV:a// f(x,y,z)dV—l—ﬂ///g(x,y,z)dV
P % J

TWIERDZENIE 1.6. (o addytywnosci wzgledem obszaru calkowania)

Jezeli funkcja f jest calkowalna na prostopadloscianie P, to dla dowolnego podziatu
tego prostopadloscianu na prostopadto$ciany P; i P; o roztacznych wnetrzach zacho-

dzi réwnosé
///f(x’y’z)dvz///f(xayvz)dVJr///f(x,.%z)dv
P A 4
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TWIERDZENIE 1.7. (o zamianie calki potréjnej na calke iterowang)
Jezeli funkcja f jest ciagla na prostopadloscianie [a,b] x [¢,d] X [p, q], to

dl q
// flz,y, 2z dxdydz-/ Z Zf(x,y,z)dz dy p dx.

[a,b] X [c,d] X [p,q]

Uwaga. Powyzsze twierdzenie bedzie prawdziwe takze wtedy, gdy po prawej stronie
réwnosci napiszemy dowolna inng calke iterowana (jest sze$¢ rodzajow calek iterowa-
nych). Calke iterowang

b

/ /d /qf(x,y,z) dz| dy p dx
p

a C

zapisujemy umownie w postaci

b d g
/da:/dy/f(a:,y,z) dz

Podobna umowe przyjmujemy dla pozostatych calek iterowanych. W wielu przypad-
kach wybér odpowiedniej kolejnosci catkowania pozwala znacznie uproécié¢ obliczenia
calki.

Cwiczenie 1.8. Obliczy¢ calki iterowane:
1 1 2

(a) /dx/dy/(x2 +y° +2%) dz; (b) /1
0
0

zysin? z dz; (d) /1 dx
1
/

I3

4 2

dz/dy x cosy dx;
0

dz/a:z| cosy| dy;
0

1
— dx / zxe™ dy.
TYz
0

Cwiczenie 1.9. Obliczy¢ calki potréjne:

a) (2z — y + 3z) dedydz, gdzie P = [—1,1] x [0,1] x [2,4];
i

b) ///%dmdydz, gdzie P =1[0,1] x [1,2] x [2,3];
J oy
11
///zxsmxydxdydz gdzie P = {3 ] [0, 7] x [0, 1].
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FAKT 1.10. (calka potréjna z funkcji o rozdzielonych zmiennych)

Niech funkcje g, h i k beda ciagle odpowiednio na przedziatach [a,b], [c,d] i [p,q].
Wtedy

/// z) dxdydz = /bg(x) dr | - /dh(y) dy | - /qk(z) d

[a,b] x [c,d] X [p,q] a

Cwiczenie 1.11. Korzystajac z powyzszego faktu obliczy¢ calki potréjne:

a) /// ya? sin z dedydz, gdzie P = [0,1] x [~1,1] x [0, g}
P

(b) // / 2TV~ dadydz, gdzie P = [0,1n2] x [0,1n3] x [0, 1];
P

(©) [ e vy, gacie P = 1.6 x [1.2) < 2.3].
P

2. Catki potréjne po obszarach normalnych

Definicja 2.1. (calka potrdjna po obszarze)

Niech f bedzie funkcja ograniczona na obszarze ograniczonym U C R® oraz niech
P bedzie dowolnym prostopadloécianem zawierajacym obszar U. Ponadto niech f*
oznacza rozszerzenie funkcji f na P okreslone wzorem:

* _ [ f&y2) da (z,y,2)el,
! (x,y,z)—{ 0 dla (z,y,2) € P\ U.

Calke potrgjng funkcji f po obszarze U definiujemy wzorem:

] tevzrav = [[] #wyav,
U P

o ile catka po prawej stronie znaku réwnosci istnieje. Mowimy wtedy, ze funkcja f
jest calkowalna na obszarze U.

Uwaga. Calka // f*(z,y,2)dV nie zalezy od wyboru prostopadloscianu P.

Definicja 2.2. (obszary normalne wzgledem plaszczyzn ukladu)

Obszar domkniety U nazywamy obszarem mormalnym wzgledem plaszczyzny xOvy,
jezeli mozna go zapisaé¢ w postaci:

U=A{(z,y,2): (z,y) € Dygy, d(z,y) <2< g(z,y)},
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gdzie Dy, jest obszarem normalnym na plaszczyznie Oy, a funkcje d i g sg ciagle na
Dgy, przy czym d(z,y) < g(z,y) dla punktéw (z,y) nalezacych do wnetrza obszaru
Dyy.

Rys. 2.1. Obszar normalny wzgledem plaszczyzny Oy

Obszar domkniety U nazywamy obszarem normalnym wzgledem plaszczyzny xOz,
jezeli mozna go zapisaé¢ w postaci:

U={(z,y,2): (x,2) € Dy, p(x,2) <y <q(z,2)},

gdzie D,, jest obszarem normalnym na plaszczyznie Oz, a funkcje p i g sa ciagle na
D,., przy czym p(z,z) < q(z,z) dla punktéw (z, z) nalezacych do wnetrza obszaru
D,.,.

Obszar domkniety U nazywamy obszarem normalnym wzgledem plaszczyzny yOz, je-
zeli mozna go zapisa¢ w postaci:

U={(z,y,2): (y,2) € Dy, r(y,z) <z < s(y,2)},

gdzie D, jest obszarem normalnym na ptaszczyznie yOz, a funkcje r i s sa ciagle na
D,., przy czym r(y,z) < s(y, z) dla punktéw (y,z) nalezacych do wnetrza obszaru
D,..

Uwaga. Jezeli U jest obszarem normalnym wzgledem ptaszczyzny Oy, to Dy, jest
rzutem tego obszaru na te plaszczyzne. Analogiczna uwaga ma miejsce w dwéch po-
zostalych przypadkach.

Cwiczenie 2.3. Obszary ograniczone podanymi powierzchniami zapisaé jako obszary
normalne wzgledem wskazanej plaszczyzny:

(@) z+y+z=42>+y*=1,2=0,20y; (b)y>+22 =4z, 2 =2, yOz;
()at+y=1,y=1-2%y=0,z=1, 20z; (d) y=22, x=9°, z=xy, 2=0, 20y.

Cwiczenie 2.4. Podane obszary zapisa¢ jako obszary normalne wzgledem plaszczyzn
ukladu wspélrzednych (rozwazyé wszystkie przypadki):
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(a) kula U : a® +4° + 2° < R?; (b) stozek U : /a2 +y? < z < H;
(c) walec U : 2% +9?> < R? 0< z< H; (d) paraboloida U : 22 +¢* < z < H.

TWIERDZENIE 2.5. (calki iterowane po obszarach normalnych)

Jezeli funkcja f jest ciggla na obszarze domknigtym

U= {(x,y,z) : (xvy) € Dwyﬂ d(fC,y) <z < g(x,y)},

normalnym wzgledem plaszczyzny xOy, gdzie funkcje d i g sa ciagle na obszarze
regularnym D, to

9(z,y)
// flx,y, 2) dedydz = // / (z,y,2)dz | dedy.
Dyy d(z,y)

Uwaga. Prawdziwe sa takze analogiczne wzory z catkami iterowanymi po obszarach
normalnych wzgledem pozostatych ptaszczyzn uktadu. Jezeli obszar U normalny wzgle-
dem plaszczyzny xOy mozna zapisa¢ w postaci

U= {(x,y,z) ca<z<b dz)<y<ga), dzy) <z< g(x,y)},
to zachodzi réwnosé

()  g(z,y)

//fa:y, dxdydz—/da:/dy / flx,y,2)

a d(z) d(z,y)

Cwiczenie 2.6. Obliczyc’ calki iterowane (narysowaé obszary calkowania):

1 — —z— T Tty
(a)/dw/ / (z+y+2)° dz; /d;v/dy/cosy—i—z)d
0 0 0
1 T—a? z?+y? 0 0o Veri-y?
(c) /dx / dy / zdz; /d;v/dy / dz;
-1 0 0 —1 T
1 0 z+y 1 z
(e) /dx/dy / e dz /da:/dy/a:ydz.
0o =z 0 0

Cwiczenie 2.7. Calke potrdjna // f(z,y, z) dvdydz zamienié na calki iterowane, je-

U
zeli obszar U ograniczony jest powierzchniami:
(a) 2e+3y+42=12, =0,y=0,2=0; (b)y=va2+22 y=1;

(c)y=a?+22 y=8—a* 2% (d) z =4 — 22 — 32, z = /a2 + 2.
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Cwiczenie 2.8. Obliczy¢ calki potréjne po podanych obszarach:

a) ///xydxdydz, gdzieU : y=0, y=z, z=+V9 — 22
U
b) ///yd;vdydz,gdzieU:z:y, 2=0, y=1-2%
U
c) ///(x2+y2) dedydz, gdzie U : z=9* —2?,2 =0, y=1, y=x, 2 =0;
d) ///cosgdxdydz, gdzie U : y:%, Y=, ng, z=uay, z=0;

e) ///xzyzda:dydz, gdzieU:2=2, y=—x, y=22, 2=0, 2=z +y.

Cwiczenie 2.9. Zmienié¢ kolejnosé catkowania w calkach iterowanych (narysowaé ob-
szar catkowania):

3
dy/fx,%
2

f(z,y,2)dz;

f(z,y,2)dz; flz,y,2)dz.

'L\H T —

/

Definicja 2.10. (obszar regularny w przestrzeni)

Sume skonczonej liczby obszaréw normalnych wzgledem ptaszczyzn ukladu o parami
roztacznych wnetrzach nazywamy obszarem regularnym w przestrzeni.

FAKT 2.11. (calka po obszarze regularnym w przestrzeni)

Niech obszar regularny U bedzie suma obszaréw normalnych Uy, Us, ..., U, o parami
roztacznych wnetrzach oraz niech funkcja f bedzie catkowalna na U. Wtedy

///f(x’y’z)dvz///f(x’yvz)dv"'///f(%y,z)dv—i—...+///f(x,y,z)dv
U o 3 )

Uwaga. Calki po obszarach regularnych maja te same wtasnosci co catki po prostopa-
dloscianach (liniowosé, addytywnos$¢ wzgledem obszaru calkowania).

Definicja 2.12. (calka potréjna z funkcji wektorowej)
Niech funkcje Fy, Fy, F3 beda calkowalne na obszarze regularnym U C R3. Calke z



3. Zamiana zmiennych w catkach potréjnych* 117

funkeji wektorowej F' = (Fy, Fy, F3) okreslamy wzorem:

///F(x,y,z) v = ///Fl(xayaz)dV,///FQ(x,y,z) av, ///Fg,(x,y,z) dv
U 7 J J

Definicja 2.13. (wartos$¢ $rednia funkcji na obszarze)

Warto$cig srednig funkcji f na obszarze U nazywamy liczbe:

férzm/rj//f(x,y,z)dv.

Cwiczenie 2.14. Obliczy¢ wartosci srednie podanych funkcji na wskazanych obszarach:
(a) f(a,y,2) = 2y®2®, U =0,1] x [0,2] x [0,3];
(b) f(z,y,2) =24y+z, U={(z,y,2) ER*: 0<2<1,0<y<z,0< <z +y}.

Cwiczenie 2.15. W punkcie (z, v, ) prostopadtoécianu U = [0, 1] x [0, 2] x [0, 3] tempe-
ratura jest okre$lona wzorem T'(z,y, z) = ysinmz + z. Obliczy¢ $rednia temperature
w tym prostopadlo$cianie.

Cwiczenie 2.16. (interpretacja geometryczna i fizyczna calki potréjnej)
(a) Wyprowadzié wzér na objetosé obszaru U C R3.

(b) Wyprowadzié¢ wzér na mase obszaru materialnego U C R?, ktérego gestosé obje-
tosciowa masy w punkcie (z,y, z) € U jest réwna y(z,y, 2).

(¢) Wyprowadzi¢ wzory na momenty bezwladnosci (wzgledem osi ukladu) obszaru
materialnego U C R3 o gestoéci objetoéciowej masy 7.

(d) Wyprowadzi¢ wzoér na natezenie pola elektrostatycznego w punkcie r¢ pochodzace
od tadunku elektrycznego roztozonego w obszarze U C R? z gestoécig objetosciows
tadunku ~.

3. Zamiana zmiennych w catkach potréjnych*

Definicja 3.1. (przeksztalcenie obszaréw w przestrzeni)

Niech i U beda obszarami odpowiednio w przestrzeni uOvw i xOyz. Przeksztalce-
niem obszaru 2 w obszar U nazywamy funkcje 7 : 2 — U okreslong wzorem

(2,9, 2) = T (0, 0) = (o v, 0), 6w, v,w), x(uy0,0) )
gdzie (u,v,w) € Q. Obrazem zbioru Q przy przeksztalceniu 7 nazywamy zbiér

T((Q) = {(x,y,z) sz = g(u,v,w),y = Y(u,v,w), z = x(u,v,w), (u,v,w) € Q} :
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Przeksztalcenie 7 nazywamy:

a) ciaglym, jezeli funkcje ¢, 1 i x sa ciagle na obszarze Q;

b) réznowartoéciowym, jezeli réznym punktom obszaru Q odpowiadaja rézne punkty
jego obrazu U.

AT T

v Y
u x
Rys. 3.1. Przeksztalcenie obszaréw w przestrzeni

FAKT 3.2. (obraz obszaru przy przeksztalceniu)

Obraz obszaru przy przeksztalceniu ciagtym i réznowarto$ciowym jest obszarem.

Definicja 3.3. (jakobian przeksztalcenia)

Jakobianem przeksztalcenia T (u, v, w) = (gp(u,v,w),¢(u,v,w),X(u,v,w)) nazywamy

funkcje okreslong wzorem:

O Py Pl
JT(U,’U,’U}) = det w; wi) ¢7{u (u,v,w).
Xou Xo  Xuw

A, v, x) D(e, ¥, x)
lub

O(u, v, w) D(u,v,w)

wzgledna jakobianu przeksztalcenia w punkcie jest w przyblizeniu stosunkiem obje-

tosci obrazu matego otoczenia punktu do objetosci tego otoczenia.

. Wartosé¢ bez-

Uwaga. Jakobian oznacza sie takze przez

TWIERDZENIE 3.4. (o zamianie zmiennych w calce potrdjne;j)
Niech przeksztalcenie 7 (u,v,w) = ((p(u,v,w),w(u,v,w),x(u,v,w)) odwzorowuje

réznowartosciowo wnetrze obszaru regularnego {2 na wnetrze obszaru regularnego U,
funkcje ¢, ¥, x maja ciagte pochodne czastkowe rzedu pierwszego na pewnym zbiorze
otwartym zawierajacym obszar ) oraz jakobian Jr przeksztalcenia jest rézny od zera
wewnatrz obszaru (2. Ponadto niech funkcja f bedzie ciggla na obszarze U. Wtedy

///f(x, Y, z) dxdydz = ///f(gp(u,v,w),w(u,v,w), x(u, v, w)) ’JT(U,U,U))‘ dudvdw.
U Q

Cwiczenie 3.5. Dokonujac odpowiedniej zamiany zmiennych obliczy¢ calki potréjne:
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(a) / / / xdxdydz, gdzie U jest réwnoleglodcianem ograniczonym plaszczyznami:
U
r=0z=1Lzrs+y=1Lzr+y=2,z+y+z2=2,z+y+z2=23;
(b) / / / (2 + 4y + 92%) dadydz, gdzie U jest obszarem ograniczonym
U

elipsoida z2 + 4y? + 922 = 36;
(c) / / / dxdydz, gdzie U jest obszarem ograniczonym powierzchnia
U

(x —y)? + (z +y)? = r? oraz plaszczyznamiz +y + 2 =0,z +y + 2 = h;
(d*)/// (x2 + y2) dxdydz, gdzie U jest torusem, tj. bryla powstala przez obrot
U

kota (x — R)? + 22 <r?, y =0, gdzie 0 < r < R, wokét osi Oz.

4. Wspotrzedne walcowe w catkach potréjnych

Definicja 4.1. (wspdlrzedne walcowe)
Potozenie punktu P w przestrzeni
mozna opisaé¢ tréjka liczb (@, 0,h),
gdzie:

¢ — oznacza miare kata miedzy rzutem
promienia wodzacego punktu P na
plaszczyzne xOy, a dodatnia czescia
osi Oz, 0 < ¢ < 27 albo —71 < ¢ < 7,
¢ — oznacza odlegtoé¢ rzutu punktu
P na plaszczyzne xOy od poczatku
uktadu wspélrzednych, 0 < o < oo,

h — oznacza odleglosé (dodatnia dla
z > 01 ujemna dla z < 0) punktu P od x
plaszczyzny zOy, —oo < h < 0.
Tréjke liczb  (p,0,h) nazywamy
wspolrzednymi  walcowymsi  punktu
przestrzeni.

Rys. 4.1. Wspélrzedne walcowe punktu

FAKT 4.2. (zalezno$é miedzy wspdlrzednymi walcowymsi i kartezjariskimi)
Wspélrzedne kartezjanskie (z,y, z) punktu przestrzeni danego we wspo6lrzednych wal-
cowych (@, 0, h) okrelone sa wzorami:

T = 0Cosy,
W: (¢ y=psing,
z=h.

Uwaga. Przeksztalcenie W, ktére punktowi (¢, o, h) przyporzadkowuje punkt (z, y, z)
okre$lony powyzszymi wzorami, nazywamy przeksztalceniem walcowym.
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Rys. 4.2. Zamiana wspolrzednych walcowych na kartezjanskie

Cwiczenie 4.3. Obszary przedstawione na rysunkach zapisaé, we wspélrzednych wal-
cowych:

TWIERDZENIE 4.4. (wspélrzedne walcowe w calce potréjnej)

Niech obszar €2 we wspolrzednych walcowych bedzie obszarem normalnym, oraz funk-
cja f bedzie ciagla na obszarze U, ktory jest obrazem obszaru {2 przy przeksztalceniu
walcowym; U = W(Q2). Wtedy

/U//f(m,y,z)dxddeZ/Q//f(gcoscp,Qsintp,h)gdhdgdgp.

z

Rys. 4.3. Tlustracja twierdzenia o zamianie zmiennych
w calce potréjnej na wspoétrzedne walcowe
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Uwaga. Jezeli we wspotrzednych walcowych obszar 2 ma postaé:
Q= {(so,&h) P a<p< B, de) <o<glp), dip,o) <h< g(%@)}

gdzie funkcje d i § sa ciagle na przedziale [a, 5] C [0, 27], a funkcje d i g sa ciagle na
obszarze {(ap, 0): a<p<p, dp) <o< 9(@)} , to

8 gle)  g(e,0)
///f(@cossa,Qsin%h)gdhd@dw:/dw / do / f(ocosg,osing, h)odh.
Q a d(p)  d(p.0)

Wspdlrzedne walcowe stosujemy wtedy, gdy obszar catkowania jest ograniczony frag-
mentami walcéw, sfer, stozkow lub plaszczyzn. Wprowadza sie takze uogdlnione wspot-
rzedne walcowe

T = xo + apcos p,

Yy = Yo + bosinp,
z=h,

gdzie a, b > 0. Jacobian takiego przeksztalcenia jest rowny abo.

Cwiczenie 4.5. Wprowadzajac wspolrzedne walcowe obliczy¢ podane calki po obsza-
rach ograniczonych wskazanymi powierzchniami:

(a) ///xzdxdydz, gdzieU: 2 =9 — 2% — 9% 2=0;
U
(b) /// (x2 —|—y2) dzdydz, gdzie U : 2 = 2 /22 + 42, 2 =8;
U
(c) ///zzdxdydz, gdzie U : z = /8 — a2 — 92, z = /22 + 32,
U
(d) /// xyz dxdydz, gdzie U : 22 4+ y? + 2% = 4;
U
(e*) /// Va2 +y2dedydz, gdzie U : z =22 +9% z2=1, z = 4;
U
(%) ///d;vdydz, gdzie U : z =22 + 42, 2z = 4x.
U

5. Wspétrzedne sferyczne w catkach potrajnych

Definicja 5.1. (wspdlrzedne sferyczne)
Potozenie punktu P w przestrzeni mozna opisaé tréjka liczb (p,, o), gdzie
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(0 —oznacza miare kata miedzy rzutem promienia wodzacego punktu P na plaszczyzne
20y, a dodatnia czescig osi Ox, 0 < ¢ < 27w albo —7 < ¢ < 7;

1) —oznacza miare kata miedzy promieniem wodzacym punktu P, a plaszczyzna Oy,
/2 <Y < 7/2

o — oznacza odlegloéé punktu P od poczatku uktadu wspélrzednych, 0 < o < co.

Rys. 5.1. Wspétrzedne sferyczne
Tréjke liczb (v, ), 0) nazywamy wspélrzednymi sferycznymi punktu przestrzeni.

Uwaga. Wspdlrzedne sferyczne (i, 1, 9) punktéw polozonych na powierzchni Ziemi sa
odpowiednio dlugoscia i szerokoscig geograficzna, a ¢ jest promieniem Ziemi.

FAKT 5.2. (zalezno$é miedzy wspolrzednymi sferycznymi i kartezjariskimi)

Wspélrzedne kartezjanskie punktu (z,y,z) w przestrzeni danego we wspdlrzednych
sferycznych (p, 1, 9) okreélone sa wzorami:

T = pCosycosy,
S:{ y=psinpcosy,
z = psin.

Rys. 5.2. Zamiana wspolrzednych sferycznych na kartezjanskie

Uwaga. Przeksztalcenie S, ktére punktowi (¢, ), 0) przyporzadkowuje punkt (z,y, z)
okre$lony powyzszymi wzorami, nazywamy przeksztalceniem sferycznym.

Cwiczenie 5.3. Poda¢ opisy we wspélrzednych sferycznych obszaréw:
(a) kula o $rodku w poczatku ukladu i promieniu r > 0;

(b) czasza kulista ograniczona powierzchnig sfery 22 + y? + 22 = r? i plaszczyzna
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z=a (0<a<r);
(c) stozek ograniczony powierzchniami z = kv/22 + 42, z = a, (k > 0, a > 0);
(d) kula o $rodku (r,0,0) i promieniu r > 0;
(e) kula o $rodku (0,7,0) i promieniu r > 0;
(f) kula o érodku (0,0,7) i promieniu > 0;
(

g) gérna pélkula wydrazona o srodku w poczatku ukladu, promieniu wewnetrznym
r1 1 promieniu zewnetrznym ro (0 < 71 < r9);

(h) wycinek kuli o érodku w poczatku ukladu i promieniu r ograniczony poélplaszczy-
znami przechodzacymi przez o§ Oz i tworzacymi katy « i § z dodatnia czescia osi Oz,
gdzie 0 < a < B < 27 oraz r > 0.

TWIERDZENIE 5.4. (wspélrzedne sferyczne w calce potréjnej)

Niech obszar €2 we wspotrzednych sferycznych bedzie obszarem normalnym oraz funk-
cja f bedzie ciagla na obszarze U, ktéry jest obrazem obszaru €2 przy przeksztalceniu
sferycznym; U = S(Q2). Wtedy

/J/f(x,y, z) dzdydz = /b//f(gcoswcos 1, psin @ cos v, psin ) p? cos v dodipdep.

Uwaga. Jezeli we wspolrzednych sferycznych obszar €2 ma postac:
{(%% 0): a<p<p, dlp) <P <) dip. ) <o< g(sa,w)} ;

gdzie funkcje d i § sa ciagle na przedziale [o, 5] C [0, 27], a funkcje d i g sa ciagle na
obszarze {(¢,0) : a <9 < B,d(¢) < <ilp)}, o

Rys. 5.3. Tlustracja twierdzenia o zamianie zmiennych
w calce potréjnej na wspolrzedne sferyczne

/// f(ocospcosip, psin g cost), psina))o? costh dodipdyp
Q

B g(e) 9(p,0)
= / dy / dip / f (0 cos @ cosp, psin p cosp, psinip) o2 cos 1 do.
a d(y) d(p,7)
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Wprowadza sie takze uogdlnione wspdlrzedne sferyczne

T = x9 + apcos cosy,
Y = yo + bosinpcos,
z = zg+ cosiny,

gdzie a, b, ¢ > 0. Jacobian takiego przeksztalcenia jest réwny abco? costp. Wspol-
rzedne sferyczne stosujemy do opisu obszaréw catkowania, ktére sa ograniczone frag-
mentami sfer, stozkéw lub plaszczyzn.

Cwiczenie 5.5. Wprowadzajac wspolrzedne sferyczne obliczyé podane calki po obsza-
rach ograniczonych wskazanymi powierzchniami:

(a) ///22\/952—l—y2—|—z2al;10alydz7 gdzie U: z = /4 — 22 — 42, 2 = 0;

1
/// dedydz — 55 gdzie U: Z—\/l—mQ—yQ,z=§;

2?2+ y? 4z
c) /// (x2—|—y2) dzxdydz, gdzie U: z = /9 — 22 — y2, 2z = /22 + y?;
U

dxdyd
(d) /// WY edzie U: 22 +y2+2% = 4, 22 +y2 4422 = 16;

VaZ+y? + 22

(e) /// 22 4+ y2 + 22 dedydz, gdzie U: 22 + y? + 22 — 2 = 0;
f) ///xyzdxdydz, gdzie U: 22 +y? + 22 =4, 2 =0, y =0, 2z = 0 (I oktant);

*) /// (332 —|—y2) drdydz, gdzie U: 22 +y? =4, z = /22 + 32, 2=0.
U

6. Zastosowania catek potréjnych w geometrii i fizyce

1. Objetosé obszaru regularnego U C R? wyraza sie wzorem:

objeto$¢ (U) = /// av.
U

Cwiczenie 6.1. Obliczy¢ objetosci obszaréw ograniczonych powierzchniami:
(a) 3z 4+6y+42=12, 2=0, y=0, 2=0; (b)y=22 y+z=4,2=0, 2=0;

)y’ +22=1,y=x, z=0(x>0); (d) 2% +9y* 4 22 = 16, 2° + 9 = 4a;
(e) 22 + 92+ 22 =9, z =22 +y2, (f) z = 4a? + 42, 2 =4 — 3>
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Dalej niech U C R? bedzie obszarem regularnym o cigglej gestoéci objetoéciowej masy
v =7(2,y,2). Wtedy:

2. Masa M obszaru U wyraza sie wzorem:

M:///'y(x,y,z)d‘/.
U

Uwaga. Jezeli obszar U ma stala gestosé v, to jego masa wyraza sie wzorem

M:'yo-/// dV =y - objetosé (U).
U

3. Momenty statyczne M Syy, M Sy., MS,, wzgledem plaszczyzn ukladu wspolrzed-
nych obszaru U wyrazaja si¢ wzorami:

MS,, :///z'y(a:, y,2)dV, MS,. :///y’y(x,y, 2)dv, MS,. z///x'y(x, y,2)dV.
U U U

4. Wspélrzedne x, y., 2, Srodka C masy obszaru U wyrazaja sie wzorami:

_ MS,.  MS,. MS,,

C M ;yc M 7zC M °

X

Uwaga. Jezeli obszar U ma stala gestosc, to wspdlrzedne jego $rodka masy wyrazaja
sie wzorami

1 1
To objetos¢ (U) ///x v Yo objetos¢ (U) ///y v
U U
1
%o = Shietode (U) Jf =
U

Jezeli bryla w przestrzeni ma plaszczyzne sy-
metrii a gestos¢ objeto$ciowa masy jest funk-
cja symetryczna wzgledem tej plaszczyzny
(np. jest stala), to jej érodek masy lezy na tej
plaszczyznie.

Jezeli za$ bryla ma o$ symetrii lub o$ obrotu a
gesto$é objetosciowa masy jest funkcja syme-
tryczna wzgledem tej osi (np. jest stala), to jej
Srodek masy lezy na tej osi.

Jezeli bryla w przestrzeni ma Srodek symetrii
i gestos$¢ objetosciowa masy jest funkcja syme-
tryczna wzgledem tego $rodka (np. jest stala),
to srodek masy bryly pokrywa sie ze srodkiem
symetrii.
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5. Momenty bezwladnosci I, I, I, odpowiednio wzgledem osi Oz, Oy, Oz, obszaru
U wyrazaja sie wzorami:

I, = /// (y2 + z2) v(x,y,z)dV, Iyz/// (x2 +2%) v(z,y, 2) dV,
U U
[z:/// (z® + y?) (2,9, 2) dV,
U

a moment bezwladnosci Ip obszaru U wzgledem poczatku ukladu — wzorem:

Io:/// (x2+y2+z2)’y(x,y,z)dv.
U

Uwaga. Jezeli obszar U jest jednorodny i ma mase M, to wzory na momenty bezwlad-
nosci przyjmuja postac:

M
L= e ey v = e I @)
objetosé (U) /// W+ dVe = esey [ @ ) 4V,
v U

M M
L=—————— +y°) d 1:7/// Py’ +27%) av.
objetosé (U) /// (2% +%) dV oraz Io objetosé (U) (2% 497+ 2%)
U U

Cwiczenie 6.2.
(a) Znalez¢ mase kuli o promieniu R, jezeli gesto$¢ masy w odleglosci r od érodka
kuli wynosi 2.
(b) Jednorodna bryta o masie M jest ograniczona plaszczyznami z =0,y =0, z =0,

x 4+ y + z = 3. Obliczy¢ momenty statyczne tej bryly wzgledem plaszczyzn ukladu
wspotrzednych.

(¢) Znalezé polozenie $rodka masy jednorodnej bryly ograniczonej powierzchniami
z=a24+y% 2=4.

(d) Jednorodna pétkula o promieniu R ma mase M. Obliczy¢ moment bezwladnosci
tej potkuli wzgledem jej osi symetrii.

(e) Jednorodny bak o masie M ma ksztalt stozka o wysoko$ci H i promieniu R.
Obliczy¢ moment bezwladnoéci tego baka wzgledem jego wierzchotka.

Cwiczenie 6.3. Wyznaczy¢ potozenie $rodkéw masy jednorodnych bryl:
)
)

) jednej széstej kuli o promieniu R (rysunek (c));

(a) stozka Scietego o wysokosci H i promieniach i R (rysunek (a));

(b) jednej czwartej stozka o wysokosci H i promieniu podstawy R (rysunek (b));

(c

(d) prostopadloscianu o wymiarach A, B, C, z ktérego wierzcholka wycigto mniejszy
prostopadlo$cian o wymiarach a, b, ¢ (rysunek (d)).
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(a) (b) (c) (d)




Odpowiedzi i wskazowki

Rozdziat 1.
Paragraf 1. (str. 9)

1.2. (a) 1/2; (b) 0o; (c) 7/4; (d) rozbiezna; (e) —oo; (f) —1; (g*) rozbiezna; (h*) QLﬁ

1.4. (a) 7/2; (b) rozbiezna; (c) oo; (d) 7/v/5; (e) 2; (f) rozbiezna; (g) oo; (h) rozbiezna.
1.6. (a); (d) zbiezna; (b); (c); (e); (f) rozbiezna.

1.7. Zbiezna dla p > 1, rozbiezna do oo dla p < 1.

1.10. (a) m; (b) 0; (c) 0; (d) oo.

Paragraf 2. (str. 12)
2.2. (a); (b); (d); (g%); (h*) zbiezna; (¢); (e); (f) rozbiezna do oo; (i*) rozbiezna do —oco.
2.4. (a); (d); (e); (f); (g%); (b*); (i*) zbiezna; (b); (c) rozbiezna.

Paragraf 3. (str. 14)

3.2. (a); (b); (c) zbiezna bezwzglednie; (d*) nie jest zbiezna bezwzglednie.

3.4. (a) rozbiezna, nie jest zbiezna bezwzglednie; (b); (¢); (d); (e); (f); (h*) zbiezna, zbiezna
bezwzglednie; (g*); (i*) zbiezna, nie jest zbiezna bezwzglednie.

Paragraf 4. (str. 15)

42, (a) 4 (b) o0; (¢) 0; (d) 3/2; (€) 7/6; (F) oo; (g) —oo; (h) —4/3.

4.4. (a); (d); (c) rozbiezna; (b) zbiezna.

4.6. (a) oo; (b) 0; (c) rozbieina; (d) co; (e) ©°/2; (f) 0; (g) rozbiezna; (h*) .

4.8. (a) 0; (b) 6; (c) 0; (d) —(In3)/2.

Paragraf 5. (str. 19)

5.2. (a); (c) zbiezna; (b); (d*) rozbiezna.

5.4. (a); (b); (d); (e); (h*) zbiezna; (c); (f); (g) rozbiezna.
5.5% (a); (c); (d); (g%); (h*) rozbiezna,; (b); (e); (f*) zbiezna.

128
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5.6. (a) objetosé (V) =, pole (2) = oo: (b) W = mgR; () zc = % e = 1; (d) %;
0
(e*) QG:”L)\().

Rozdziat 2.

Paragraf 1. (str. 22)

1.2 (a)%(l—(l—z))n)+%(1_(%)n); b)l—%“; (¢) V2 — "2;
(@) —In(n+1); () = + = (5 n—4(—)n; (F) 1

N~

)3t313 3

1.4. (a) —%; (b) rozbiezny; (c) oo; (d) oo;

dn® +2n — 1 1 1
= — . fﬂ( . . .
(2771 + 1)' (2n — 1)] (2n + 1)' ’ ( ) rOZbleZny

1 .
1+\/§+\/_—\/1_7’(f*) rozbiezny.
1 .
er —1’
cos
1+ 2cosz’

(e%) 1, wsk.

1.8. (a) 999999; (b) —%; (c) 005 (d) 1; (&)

1.10. (a) z € (—1,1), S(z) = : (b) z € (0,00), S(z) =

b
) 1422’
(¢c)xz e (g—‘—kw,g—t—kﬂ), gdzie k € Z, S(z) =

Paragraf 2. (str. 25)
2.2. (a); (e); (g); (h*) rozbiezny; (b); (c); (d); (f) zbiezny.

1/z dla z € [1,00) \ N, 1/2* dla x € [1,00) \ N,
2.3* f(z) = 2 flz) =
1/z° dla z € N; 1/z dla z € N.
2.5. (c); (e).
2.7. (a) zbiezny; (b) rozbiezny; (c) rozbiezny; (d) rozbiezny; (e) zbiezny;
(f) zbiezny, wsk. wykorzystaé¢ nieréwnos$é sinz < z dla x > 0;
(g*) zbiezny, wsk. uzasadnié i wykorzystaé nieréwnosé Inx < 2/x;
(h*) rozbiezny, wsk. wykorzystaé nier6wnosé tgz >z dla 0 < = < 5
2.9. (a); (c); (d); (g%); (h*) zbiezny; (b); (e); (f); (i*) rozbiezny.
2.11. (a) ¢ = 0, zbiezny; (b) g = 2, rozbiezny; (c) ¢ = oo, rozbiezny;
(d) ¢ = e, rozbiezny; (e) ¢ = l, zbiezny; (f) ¢ = % biezny; (g*) ¢ = §, rozbiezny;
5258 ™ e
h*) ¢ = == zbiezny.
2.13. (a) ¢ = 1/2, zbiezny; (b) ¢ = 4/5, zbiezny; (c¢) ¢ = 3/5, zbiezny; (d) ¢ = 1/7, zbiezny;

e) g = 1/e, zbiezny; (f) ¢ = w/2, rozbiezny; (g) ¢ = 0, zbiezny;
h) ¢ = In 2, zbiezny; (i) ¢ = 1/3, zbiezny.

(
(
(
(
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Paragraf 3. (str. 29)
1879 53

33 () 5550° ) Tar
3.5. (b); (c); (d); (e) - szeregi zbiezne bezwzglednie.
3.9. (a); (e); (f) - szeregi zbiezne bezwzglednie;
(b); (c); (d) - szeregi zbiezne warunkowo.
Paragraf 4. (str. 31)
0 dla n=2k-1 n
n+1 ’ 5
4.2. (a)c, = ST (b) cn{ SLTL dla n= 2k (c) Cn = 7
0 dla n=2k-1,
(@) en =1 n+2
on i1 dla n = 2k.
Paragraf 5. (str. 32)
0 dla z €]0,1), .
5.5. () f(x) = { N O WO ES R (S}
_ ] _J1dlazelo1],
(©) (@) = Inz, @ € (0,00): (d) f(z) = { ]
. ) _JO0dlaxz=0
(e)f(x):e7xeR,(f)f(x)— 1d1&1’>0,
(g) f(x) =0dlaxz=0; (h*) f(z) =0dlaxz € Q.
5.7. (a); (b); (d) zbiezny jednostajnie; (c) nie jest zbiezny jednostajnie.
5.8. (a) f(x) =1, nie jest zbiezny jednostajnie;
®) f(z) = z?, zbiezny jednostajnie; (¢) f(z) =1, zbiezny jednostajnie;
(d) f(z) =0, zbiezny jednostajnie.
5.10. (a) f(z) = z; (b) f(z) = 0; (¢) f(z) = |z|; (d) f(z) =0; (¢) f(x) = sinz;
(f) f(z)=0.
5.11. (b) Nie. Wsk. Rozwazy¢ ciagi fn(x) =z, gn = 1 na zbiorze Y = [0, c0).
n

5.16. Wsk. Wykorzystaé fakt, ze granica nie jest funkcja ciagla.
5.17. Wsk. Wykorzystaé fakt, ze granica nie jest funkcja ciagla.

Paragraf 6. (str. 37)

6.4. (2) 2 € (—2,0), — 2L (1) 2 € (0, 0), L (QueR,
-

(d) z € (-1,1), ; (e) z € [-1,1]; (f) z € R.
6.7. (a) |z| > 1; (b) V3B < |z| < V5; () || < 3; (d) 0.

Paragraf 7. (str. 42)

7.3. (a) 20 = —5, cn = (§)  R=

1
—,R=2;
3 ) ,

3
5 on

; (D) zo =3, cn =

Rozdziat 2.
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(C)mozzacn:?)&_ign’ :1§(d)$0:070n:(+ﬁ7}%:2,
n
1" 1
(e)xozo,cn:(n!) , R=00; (f) 20 =4, cr = (—-2)", R_i’

1
(g*) x0o = —1, cn =sin —, R =1;
n

0 dla n=3k=+1 1
* — — ) —_
(h)IOO’C”{5k dla n =3k, R= U5
0 dla n=2k-1,
sk _ _ 1k _
(i*) 2o =0, cn = (-1) dla =9k R = oo.
(2k)!

7.6. (a) 1319

]

n=1 n=1 n=0
7.9. (a) i(—l)"(x—l)", 0<z<2 ie(”” —1)" z€eR.
n=0 n=0
(@) Y (2T 2y e
n=0
(c¥) Z(_n”(n +1)(z—1)"0<z <2
n=0

18! 20!
7.13. (a) 3100100!; (b) 49!; (c) QT; (d) 0; (e*) 0; (f*) —E;

1
(g*) Wska. Wykorzystaé tozsamosé sin x cos 3x = 3 (sin 4z — sin 2z);

(h*) Wsk. Podstawié¢ = =t + g i wykorzysta¢ wzory Eulera.

—, 02" . —, 3" 2
714.(a) Y (=1)" 52", R=00; (b) ) (~1)"ga”, R=3;
n=0 n=0
- 1 ( 1)n n - n+12 2n o
= n 1 4n _ . - 4" 2n _
(¢) Z()( ) g B = oo () Z Sy R =
1 1-=z G 3n G 3n+1
* e = — = 1;
(8%) Wsk. o3 = 7— 72_3033 Z;)x L R=1,
o (_1)n32n+1 42 _
(h)§7(2n+1)! x , R=o0.
7.15. (a) ¢ (b) 1; (c) In2; (d%) %
7.21. (a) 6; (b) 290 (c) = +21n%, (d) 6; (e) 12+ In4; (f) g—g; (g%) %\/g,

(h*) 1+61ng; (i*) 27.

i () (-2.0 () (-5 7); (@) [~1,1) (%) [0,2]5 () (=o0,00).

131

1,3
7.7. (a)z Z n(x+1)" Z 23'n; 2%7 *)Zn"(x—e)n
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7.22%(a*) % sh g; (b*) cos1; (c*) 2%5 (d*) 5e

Paragraf 8. (str. 47)

ZQ — sm 2n—1)z i

n+l

sin nx;

R 3 01 1

5—;2 5 cos(2n — 1)x; (d)g—5c0s2x+§cos4x,
© n+1 o n+1

) 2shm Z = L sin % Z cosne.

8.7. Wszystkie szeregi sa zbiezne na (—m, ).

Rozdziat 3.

Paragraf 1. (str. 51)
1.3. (a) 5; (b) V63.

L5. (a) O (( 12),V5) = {(z,y) : (I+1)2+(y—2)2<5}7
S( ﬁ):{(x,y): 0<(m+1) + (y—2)? <5}
(b)O((O4 =3),1) = {(z,9,2) : 2>+ (y—4)>+ (2 +3)> < 1},

)i

S((0,4,-3),1) = {(z,y,2): 0<a®+(y—4)°+(z+3)*> <1}.
1.7. (b); (o).
1.9. (a){(:r y): (z+1)°+9° <1} {xy y>1:2—|—1};
© {(z,y,2) : [e+y+2z[ <1} (d) {(z,y,2) : zyz>0}.
0. (a); (b); (c).
2. (a) {(x y): z° 4y 2:1 lub m2+y2:4};
(b) {(x y): y=a>+2 lub y:x2—2};
(¢) {(z,y,2): =0 lub y =0 lub z=0}; (d) {(x,y7z): m2+y2:1}.
L.17. (a) {(0,0)}; (b) {(0,1), (0, ~1)}; (¢) R?; (d) R".
1.13. (a); (b); (d).
1.15. (a) obszar; (b) obszar domkniety.

Paragraf 2. (str. 55)
24. (a) Dy ={(z,9): 2*+y* <1}; (b) Dy ={(z,9): 1<a”+y* <3};

(€) Dp ={(z,y): e #2Ay# -1} (d) Dn = {(z,y,2) : zyz > 0};

() Dx ={(z,y,2): z#z+yh

(f*) Dg = {(373/72)3 I2+y2+z2:g+2nﬂ'7 gdzien:0,1,27..,}.
2.6. (a) {(x y): 2° 4y :hg} dla h > 0;
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) {(z,y): 2> +y*=2—h} dlah < 2

(c) {(x,y): m2+y2:16—h2} dla0<h <4 (d) {(z,y): |z|+|y|=h}dlah >0;
(€ {(z.y): y=2"+h} daheR;

(f) {(I,y)i y=+9—h? luby:—\/9—h2} dla —3 < h<0.

VT

ST

e
NS A
N7

O

AN\ 9(.v)=2-27—y2
AN
Ty

B /,;"lllll‘l‘l‘\\\\
i
Uinagann

p(z,y) = |z| + |yl

z Yy




2.7.

2.8.

Odpowiedzi i wskazéwki. Rozdziat 3.

z

(e Y
«a r(z,y) =y — 2?
7
\I\
<
xT
y
(f) .
—_— h=1
— h=2
h=3
X
h=2
— =1
h=0

wykres funkcji przesunigto o wektor v = (0,0, —5);

wykres funkcji przesunigto o wektor v = (—3,2,0);

wykres funkcji odbito symetrycznie wzgledem ptaszczyzny zOy;

dwukrotne zageszczenie wzdluz osi Oz i trzykrotne wzdtuz osi Oy;

e) symetria wzgledem plaszczyzny z = 0;

f) punkty wykresu lezace pod plaszczyznag z = 0 przeksztalcamy symetrycznie wzgle-
dem niej, a punkty nie lezace pod ta plaszczyzng pozostawiamy bez zmian;

(g) czterokrotne rozciagniecie wzdtuz osi Oz;

(h) czesé wykresu dla y < 0 usuwamy i wstawiamy w to miejsce obraz symetryczny
czesci wykresu dla y > 0 wzgledem ptlaszczyzny y = 0;

(i) fragment wykresu dla z > 0, y > 0 najpierw odbijamy symetrycznie wzgledem
plaszczyzny y = 0 i nastepnie wzgledem ptlaszczyzny = = 0.

(a)
(b)
(c)
(d)
(
(

Wykresy przedstawiono na rysunkach ponize;j.

(a) i

z=3—-2x

z
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NN
/) S
PSRN
/ X

2=6—\/5-((z - V2+(y - 2)2) VAR AU

2.10. (a); (e) ograniczona; (b); (c) ograniczona z dotu; (d) nie jest ograniczona z dotu ani z

> |ab|.

gory; (f*) ograniczona. Wsk. Wykorzystaé nieréwnosé a4

Paragraf 3. (str. 59)
3.4. (a) (0,0); (¢) (1,1,3).
3.7. (a) lim 22xnyn2 = { 0 dla (@n,yn)=(0,1/n),
n—oco Ty + Yn 1 dla (zn,yn) = (1/n,1/n);
(b) lim Tn +Yn { 0 dla (I’myn) = (1/11, _1/n) )
oo dla  (xn,yn) = (1/n,0);

(©) lim a0ty _ [0 dla (@n,yn) = (1. 1/n),
n—oo sin® &y + sin? UYn 1 dla (zn,yn) =(0,1/n);

(d) lim JCQZ—ZJ% . _{ 0 dla (zn,yn) =(1+1/n,1+1/n),
n—oo (zn —1)" + (yn — 1) oo dla (Zn,yn) = (1+1/n,1);
() lm —22 — { 0 dia (@n,ya) = (0,1/m),
n—oo Tn + Yn 1 dla (2n,yn) = (1/n,0);
. z8 0 dla (zn,ys) =(0,1+1/n),
(f)r}fgoy%—l_{ % dla (In7yn):(l/%,1+1/n);
1 dla (zn,yn) = (r—1/n,1/n)

(%) lim sin n _ =(
n—oo SIN Yn, 0 dla (xn,yn) = (m1/n);
(h*) Tim TnYn + 12 _ -3/8 dla (zn,yn) =(4+1/n,-3),
noo TH 4 ya — 25 —2/3 dla  (zn,yn) = (4,1/n —3);

3.8. Nie. Wsk. Pokazaé, ze dla ciagu (%, 1) mamy lim f (%, 1) #0.
n n n—oo n n

312, (2) 15 (b) 5 (6) L (@) —2: (&) 25 () ~ 2221 (g 3: (1) n 2
3.13. (a) %; (b) € () 0; (d) 3; () —=3; (£) 0; (g) 0; (h) O; (i) 0; (j*) O.

3.18. (2) B% (b) B2\ {(,) : ©= 0,y <0} ) {9 lal £ o {(3.-7)}-

Paragraf 4. (str. 63)

4.2. (a) f2(-1,1) =1, f,(-1,1) =1; (b) f2(0,7) ==, f,(0,7) =0;
(C) f;(0,0) =0, f?;(0,0) =0; (d) f;(ov 0) = f?;(0,0) = 0;
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4.3.

4.4.

4.6.

4.7.

4.9.

Odpowiedzi i wskazéwki. Rozdziat 3.

(e) 92(0,0,0) =1, 9250, ,0) =0, g2(0,0,0) = 0;

r(_ _ 2 o —
(f) gCL‘( 27]-’0) - \/5’ ( 27170) \/ga gz( 27170) 0.
(a) £2(0,0) =0, £,(0,0) =0, Lim f(zn,yn) _{ 0 dla (zn,yn) = (1/n,1/n),
n—co 1 dla (

(b) £2(0,0) =0, f;(0,0) =0, lim

et R B

Tnn 0 dla (zn,yn
5 dla (

(a) lim \/x2 4+ y2 = 0 = £(0,0) dla dowolnego ciagu (zn,yn) — (0,0), gdy n — oo,

f2(0,0) = Alﬂiﬂgo % nie istnieje;
(b) lim (|zn|+ |Jyn —1]) = 0 = f(0,1) dla dowolnego ciagu (zn,yn) — (0,1), gdy

|Az]

n — oo, f2(0,1) = Ahmo Ao nie istnieje.
() f2 =, £ = =20 (0) £ =In (4 +1). £y = =
/72_1, ’ _I_2 (A 1 2 1_I2 .
(C)fcc— yufy_ yz ()fw_(y+1) fy_(xy-i—l)Q’
/= R L
(©) £ = Al ) o+ 9) = 1) f} =~ glaie A =

|z + yl
(z+1)2/(x +y)? —22y?
(g) fr =sin [2( 2)} fy = —2ysin [2 (x—yQ)];
(h) fz—ywy Lfy=a2'lnm () gh =y -2z, gy =x+2z 9. =y+1;

(f) fi =y’B, f, = 2B, gdzie B =

V9= =T 9 = L = e
(k) g;:2xLy.,g;—D(1—cosysmz) gz = Dsinycosz,

cosy — sin z

2
T

gdzie D = <7> )

cosy —sinz
1) g = Etg(ycosz =B 2% ;:Ew
My 8y ) 9y cos?(ycosz) 7 cos?(ycos z)’

gdzie E = cos (z tg(ycos z));
(m) g; = F, g, = Fze*", g. = Fye’”, gdzie I = (arctg (v + %))~

2 1

3(1+ (z+ev)?)’
(n*) g, =y ¥ _1, gy = xyzzyz_lln x, g, = xyzyz Inzlny.
(a) fo=0'(), fy, =4 (v); (b) fr =1 (®)q(v), fi = p(x)q (v);

(c) L = ”q/((;)), 7= ’Eéf;)q];(y); (@) 12 = (@) sing(y), J, = p(@)d () cos q(y):

(©) [ = P (x)a(y) N G )a' ()

L+ [p(@)g)]? " 1+ [p)ay)]’
) £ = aw)p' @) p@N W) =1, 11 = p@)] 1Y) ¢ (y) np(a).
(@) e = o = 11, = 1, = 0

(b) fie =2, fyu = fiy =3, fyy = 6y
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(c) fily =6z +2y°, fil, = fr, = day, fi, =227 — 12y%;

d) . — -2y L, e y2 -z’ "o 21‘,
()117?7 ym*my*x2—y27 yy*?7
(e) fue = —y?sinzy, oy = —z?sinzy, Jay = [gz = coszy — zysinzy;
1 1

O A R Ay R S
(f) vy (z—y)2 7" v @ —y)2

wo_ Y ooen _ //_l 1 mwo_ X
(g) TTx — l‘27 Ty — yz*x+y7 yy — y27

2 2
h "o I|y| "o - (l‘ _22‘/) "o et _|y| .
()zw_iiivfyy_—:sv vy = Jyz T T eV
yv\ys—x Yyly Yy - Yy -
(y> —2?) [yl (y? — 2?) V(Y —2?)

(i) gow=2— 12xg/2z5,2 g;'g =6zy—4z°2°, ¢, =—40z%y*2>,

9y =gy =3y" —122°y2", g, = gil. = —302°y"2", gl, = g. = —202°yz";
(J) ggz = _A7 ggl/ly = _4A7 g;lz = _9A7 ggy = ggz = _2A7 g;lz = glzlz = _3A7
guy = gy = —6A, gdzie A = cos(x + 2y + 3z);
(k) glzl:t = yZ(yZ - 1)IyZ727 g'gy = Z2Iyz 1n2 z, g;’z = nyyZ 11’12 x,
gl = g% = 2% M1 + y2In9), gl = gy = 2 (y2lnz + 1) Inz,

no_ yz—1 .
gzz - gzcc - yI (yZ IHI + 1)7
(1) g = 2yz(z — y) g = 2x2(z — x) g = 2zy(z +y)

o ary— 2 T = T o)

"o Z(Iy + (I — Z)(y — Z))

"
S TR
2
g g W Erny=2) (el = 2) —22)
zx rz (x_’_y_z):; 3 zY Yz (m+y—z)2

. i o4 24(x —
4.12. (a) filzy = ye™ (2 + zy); (b) ay2afx2 - (a:(+ y)y5);

A f cos xsiny (1 + cos? y) 1 y y
= ; (d ;”:—(2 = - '—);
¢ Oyoxdy sin*y (d) foyy gt \FTOSy TSy

0%g 3 —108
——2— =48yz"; (f) gy = —————.
(e) 8$2828y2 Yz ( ) gcvyzz (J}'+ 2y — 32)4
v 4
10, 0) 1 = =~ (0 )5 00 = Bt = 2y =
e e e . "o no_ —4xz .
() fray = foye = fiza = 2c0sy; (d) g7, = 920 = m,
(€) goy= = 9ity = Gyie = Gyoz = Gray = Gyz = 0.
4.15. (a) f2,(0,0) nie istnieje, £1,(0,0) = 0; (b) £2,(0,0) = 1, £/,(0,0) = —1;
(c) clcly(07 0) = zyz =0; (d) clcly(07 0) = 11/,1(07 0) =0.
Paragraf 5. (str. 68)
52. (a) z=22x—-3y+2;(b)z=2(x—y—1); (c) z= %(Sx—i—ﬁly); (d) z= —%(m—&—y—Q);
(e) z = %m— % + Z; (f) z=16 4+ 32(z — 2) + 16In2(y — 4).

53. (a)3z+2y+42—9=0;(b)z+y+2=0.
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54. (a)2(z—1)+32(y—2)—6(z+1)=0; (b) z+ 11 =4(z — 1) +12(y + 2);
157 1 1\ 1 1 13 2 o (33 45\
@3 =3 (¢+5)-3 (1+ 1)@ (ﬁ\/ﬁ’ﬁ>;(e)D_(§’Z’E)’

(f*) ptaszczyzny styczne do paraboloidy z = z? +y? w punktach (0,0,0), (g, g,

5.6. (a) df(3, —4)(Az, Ay) = gm - %Ay; (b) dg(0,1,2)(Az, Ay, Az) = 4Az.
7 3

. 1
9. AV ~ —0.117r m>; AT ~ —°C.
5.9. (a) AV 0.117r m”; (b) 300 C

5.11. (a) A, ~ 0.072; (b) Ap & 162.5v/3 + 250.

5.8. (a) 1.02; (b) 1.53403; (c) 1.12; (d) 4

Paragraf 6. (str. 71)

6.2. (a) F/(0)=1; (b) F' (%) —1: () F'(2) = Y2, () F'(0) = 2.
6.3. (a) F'(t) = ficost— fysint,
F"(t) = fi, cos’t — ( oy + f;'z) sintcost + fy, sin’t — fisint — f} cost,
gdzie wszystkie pochodne czastkowe obliczone sg w punkcie (sin¢, cost);
(b) F'(t) = gi, + 2tgy + 3t°gL, F"(t) = 29}, + 6tg. + gys + 2t (9, + g1z
+2 (39;'2 +4g,, + 392'1) +6¢3 (g;'z + g;'y)—|—9t4g;'z, gdzie wszystkie pochodne czastkowe
obliczone s w punkcie (t, 12, td) .
6.5. (a) FL(1,1) =2, Fi(1,1) = 6; (b) Fi(m, 1) = 2, Fi(m,1) =0,
arc tg(u/v) arc tg(u/v)
’ ve ’ , —ue
6.6. (a) I, = Wf (z), Fy = FER
(b) F, = frcosv+ fysinv, F, = fr(—usinv)v + f,(ucosv),
gdzie pochodne czastkowe obliczone sa w punkcie (ucosv, usinv);
! 1 / ! ! _
(©) Fi= fiv+ fy+ oo, Fu = Lot £y 4+ 1 (1)),
gdzie pochodne czatkowe obliczone sa w punkcie (uv,u + v, u/v) .
6.7. (a) 2'(z) = F; + Fyy'(z); (b) 2, = Fyy'(u), 2, = Fia'(v);
(c) 2, = F'ty, z, = F'ty;
(d%) 2z, = Fral, + Fyyu, 2, = Fooy, + Fyy,,

f/(l’), gdzie xr = eaI‘C tg(u/v)

)

2l = (Flal + Flyl) ol + Fially + (Fpatly + Flbyl) vl + Fylh,
2ty = (Flal, + Flul) @l + Flaly + (Fluly + Flyl) v + Fyyl,

el = (Pl + Flyl) o+ Fially + (Ffas + Fjyl) vl + Fyyile

Paragraf 7. (str. 73)

7.2. (a) 3v2; (b) 1; (¢) 1+ ?; (d) % (1+V3); (e) V3.

7.5. (a) (3,3): (b) (—3?”,—%”); (©) (2,—12, _27).
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(2V3—1); () V3 () s () —F1OVE £ 2VE

7.9. (a) 10; (b) 3 108

1
105
7.7. (a) 20(—1,0,—1).

Paragraf 8. (str. 76)

8.2. d&°f = fl. (Ax)® +2f0,AxAy + fl, (Ay)?,
& f = filie (Bx)® +3f10, (Ax)* Ay + 3f1l5, Az (Ay)* + fily, (Ay)?,
d'f = fline (D) +4 1110y (A2)? Ay+6 111, (Ax)? (Ay) 4120, Az Oy) +f1l, (Ay)* .
84. (a)f (ifyy) = f (20, 90) + fz (x0,90) (x — o) + fy (x0,90) (y —11/0) + Rz, gdzie
Ro = 5 fow (we,ye) (x = 20)” + fly (we,ye) (z = 20) (y = y0) + 5 fiy (ze:ve) (v — w0)*s
(1b) f (@, 9) = f (w0, 90) + fz (o, y0) (x — x0) + f; (2o, yO)l(y — o) +
§fa/s/m (z0,90) (x — z0)* + fily (z0,y0) (z — 20) (¥ — yo) + §f3:ly (0, 90) (¥ — y0)” + Rs,

" 1"

. 1 1
gdZIe R3; = 6 TTT (xcu yc) (J? - IO)S 5 Jzzy (I57y5) (I - IO)Q (y - yo) +

" uy

% eyy (Tes Ye) (T — x0) (y — yO) vy (Te,Ye) (Y — y0)3~

85 (a)z’y=1-2+1)+(y—1)+ yc(m + 1) + 2zc(x 4+ 1) (y — 1);

b) wsiny = —a(y — ) — 5 (sinye) 2 (y — m)° — & (ve cosye) (y — m)°;

2

1 1 - 4
)"t =1+z+2y+ 3@ + 22y + 29 4 et e (61‘3 + 22y + 22y® + gyd) .

(
(
(c)
8.7. (a); (d) maksimum lokalne wlasciwe;
(b); (¢); (e); (f);(h) minimum lokalne wlasciwe. (g) nie ma ekstremum;

1 1
22+ (y—3)2+9 + 22+ (y+3)2+4+9
£(0,1/n) > 0= f(0,0) oraz f (0,—1/n) <0 = f(0,0);
f(1/n,0) >0= f(0,0) oraz f(0,1/n) < 0= f(0,0).
(1, —3) — minimum lokalne wtasciwe; (b) brak ekstreméw;
(1 minimum lokalne wlasciwe; (d) (0,0) — maksimum lokalne wtasciwe;

8.8* f(z,y) =

8.10. (
(
8.13. (a)
( -
( ) — maksimum lokalane wlasciwe; (f) (3,3) — minimum lokalne wlasciwe;

() <L L) (—L —L> — minima lokalne wtasciwe
% vae ) Ve Ve |

1 1 11
= — maksima lokalne wtasciwe;
> ( V2e v2 >

h) (-2, —2) minimum lokalne wlasciwe; (i) brak ekstremoéw;

j) (0,0) — minimum lokalne wtasciwe; (k) (—1,0) — minimum lokalne wlasciwe;
1) brak ekstreméw.

a*) minimum lokalne dla (z,y,z) = (—=2/3,—-1/3, —1);

b) minimum lokalne dla z = y = z;

¢) maksimum lokalne dla (z,y,2) = (1/\/6, 1/V6, 1/\/6);

(d) minimum lokalne dla z =y = z.

8.16. Sktadniki sg jednakowe.



8.20.
8.21.

8.23.

Odpowiedzi i wskazéwki. Rozdziat 3.

—~

o

(=)

=
|

a) warunkowe maksimum lokalne;
b) (—1,1), (1, —1) — warunkowe minima lokalne,
1,1), (—1,—1) — warunkowe maksima lokalne;

g — warunkowe minimum lokalne;
, —%), (—%, %)7 warunkowe minima lokalne;
3 3

*) (0,-3), (0,3), (3,0), (—3,0) — warunkowe maksima lokalne, | ——, — |,
(g%) (0,-3), (0,3), (3,0), (=3,0) ( 7 \/5>
3 3 —i, _3 , i, 3 warunkowe minima lokalne;
V2T V2 V2 V2
V2 V2 V2 V2 -
- B it il B warunkowe minima lokalne,

<—, _T)’ <—¥ %) — warunkowe maksima lokalne.

2
a) f(0,0) = 0 warto$¢ najmniejsza; (b) f (g,()) = % wartos$é najwieksza.
a) m= f(1,0) = -3, M = f(1,2) = 17;

2 1 2 1 2
(ym= (\/;‘%)—f <_\[57_ﬁ>__3_\/§7

2 1 2 1 2
M‘J”(\/;%)‘f(‘ﬁ%)‘m
©m=10.0 =00 =7(T.T) =23,
) m=f(35:2) = e M= £((1,0) = 1
e*) F(=1,3) = —10, M = £(0, 4):40'

\/gnaokr@gach:r +y?2 =1, 22 +y?> =9, M =4 na okregu x> + y* = 5;

£ m— (& (VA4 vE) & (V- V) (& (VE— vE) & (VB + VE)) 0
M= f2,2) f(=2,-2) = 3v2.
(3) 2VIZ: () L () a=b=c= VT (@) o= 5.y = 2

2
(e*) brzegi i dno kanalu majg taki sam wymiar ?0 V3 ~ 8.77m;
f)x=2,y=1, z=11.

Paragraf 10. (str. 83)

10.3.

10.6.

(a) (1, —1) — warunkowe maksimum lokalne, (—1,1) — warunkowe minimum lokalne;
(b) (—2,3), (2,—3) — warunkowe minima lokalne, (3/2,4), (—3/2,—4) — warunkowe
maksima lokalne; (c) (4, —1).

(a) (—1,1,14) — warunkowe minimum lokalne;

(b) (1,1,1) — warunkowe maksimum lokalne; (c) (0,0, 0).
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10.9.

(a) (2,2,1),(2,1,2), (1, 2,2) — minima lokalne warunkowe, (4/3,4/3,7/3), (7/3,4/3,4/3),
(4/3,7/3,4/3) — maksima lokalne warunkowe;

(b) (2,1,1) — warunkowe minimum lokalne, (—2, —1,11) — warunkowe maksimum lo-
kalne; (c¢) (—1,—1,1).

Paragraf 11. (str. 86)

11.4.
11.5.

11.6.

11.7.

11.9.

(a) yl(l’) =~V 4_1‘27 T < [_272]7 yQ(I) =V 4_1‘27 T < [_272]7
b) y(z) =z z € R;
ylk(x):—x+g+2kmk€Z,1’€R, ygk(l‘):l’—z—Qkﬂ',kEZ,l‘ER;

*) yi(z) = = dla ¢ > 0 oraz dla z,y > 1 funkcja malejaca y2(z) o wlasnosciach
lim y2(z) = 00, lim ya(x) =11 ya2(e) =e;
(g*) y1(x) = x dla z > 0 oraz dla z,y < 1 funkcja malejaca y2(z) o wlasnosciach
lim y2(z) =0, lim+ y2(z) =11iy2(1/e) =1/e.
rz—1— z—0
(a) A nie, B tak; (b) A, B tak; (c¢) A, B tak.
4 / "
(@) y'(1) = =1, y"(1) = 55 (b) ¥'(0) = =1, " (0) = =2;

@y (3) =59 (3) =5 @y =240 =1

37
2 2
, 9% . 2 ((1-2y)° + 4a?)
a )= , )= - ;
@ ¥@) = 77500 @) = =
20 2 (cos?y —2cosy + 1+ 2z2siny
(b) ¥ (z) = ——,y"(x) = ( 3 )5
cosy —1 (cosy —1)
- 9\ 2 (1+y?)e” 2 2\ 2
( ) /( ) (1 +y2) e ”( ) e (H—y ) -2 (721!(1_‘_?/2)_1 Y+ (1 +vy )
¢ )= ———"7——, )= .
STy a1 yA+y) - DI+
1 1
@y=x-2(b)y= STF 5 ()y=—z; (d) y=—z+1.
(a) xo = % V2 — maksimum lokalne wtaciwe;
2 2
b) 1 = ———, — minimum lokalne wtasciwe, o = — — maksimum lokalne wlasciwe;
rn==03 R
(c) z1 = —5 gdy y < 0 — minimum lokalne wlasciwe, gdy y > 0 — maksimum lokalne
wlasdciwe, T2 = 73, gdy y < 0 — minimum lokalne wtasciwe, gdy y > 0 — maksimum

lokalne wtasciwe;
(d) z1 = 0, gdy ¥y < 0 — minimum lokalne wtasciwe, gdy y > 0 — maksimum lokalne
wlasciwe.

Rozdziat 4.
Paragraf 1. (str. 90)

1.8.

(a) 18; (b) 3: () 6
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19 (a) 5 (0) V3~ 15 (o) 1— e (4) VB — 5 (42— 1).

s us

1 1 1 i
1.11. (a) (/coswdw /cosydy — /sinmdm /sinydy =1;
0

(b) (/dw) (/dy) —(el—lf;
) )

Paragraf 2. (str. 93)

LB

N————

23. @) D={(z,y): 1<z<2,z—1<y<3—z},
D={(z,y): 0<y<2,1<z<2-|y—1|}
() D={(y): —3<w<33-o-a2 <y<al,

D={(@y): 0<y<s 6B <r< O (87 )
<

<Lz<y<3-27
d

—1 dla -1 <y <1, Y dla —-1<y<1,
gdzie d(y) = 3—y g(y) = 3—y .

—/ 552 dla 1<y <3,
5 dla y<3 5
(D={(z,y): -1<y< L, 1-y’ <z<2-2°}.

2.4. Normalny wzgledem osi Oz : (a); (b); (c); (d); (f);
normalny wzgledem osi Oy : (a); (b); (c); (d); (e).

(a) +Y (b) 4y (c) ¥
1,,

(d)

—~
-
=
—
<

B
(SIE]
8

A

p
\
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2 144/2x—22 ﬁ
2.6. (a) /dx / (z,y)dy; (b /dy/f (z,y) dx; /d / f(z,y)dx;
0 0 1 1 _ 1
2 Vi
2 2-fe—1] =118 y+2
(d)/dfr/ f(z,y)dy; (e /dw/fxyd% /dy/fxy
0 |z—1]
2.7. (a) §1n4— In7; (b) 0; (c) 1—2— @ 8 50 ()% (f) e— 15 (g9 S=2; (h%) %
s

(i) -
8
Wsk. W ¢éwiczeniach (g*) i (b*) zmienié kolejno$é catkowania.

5 T farc cos Yy

vz
2.8. /dy/f (z,y) dz; /dy / (z,y) dz; (c) /dm / f(z,y) dy;
arcsiny 0 —VT
d) /dw/f(%y)dy;

-f\/? Vo—y?

/dy / f(z,y) dm—i—/dy/fmy dx+/d / f(z,y) dx;

9—y2

29. () —153 (b) 05 () 355 (@)
212, () Y2 20V ) B0 2 (vA-T)
2.15. (a) -2 (b) 22 i (o i o) 10

4 8

217. (a) 5= (b) =

Paragraf 3. (str. 99)

3.2. Obrazy obszaréw A przez przeksztalcenie 7 przedstawiono na rysunkach ponizej.

(a) v ) (b) v

—4 y=z—4
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3.6. (a) Wsk. Wprowadzi¢ zmienne u =2z +y, v =z —y. Wtedy 2<u <3, -1 <v < 1;
(b) Wsk. Wprowadzi¢ zmienne u = zy, v = % Wtedy 1 <u<2,1<v<3;
(¢) Wsk. Dokonaé¢ zamiany zmiennych z = 2rcosp, y = 3rsing. Wtedy 0 < r < 1,
0 < ¢ < 2m;
(d*) Wsk. Dokonaé zamiany zmiennych = = r? cos ¢, y = r?sin® . Wtedy 0 < r < 2,

0<p<

ol

Paragraf 4. (str. 101)

2m, 0< o< (b)) a<p<B,0<0<r;(c) 0K <2, 1 < o< ra;
<o <0< o< 2rsiny;

46(®“@‘§)“”m&@§<*7%)@%§ T )2 (@) 22
4.7. (a) —47; (b) 397/2.

Paragraf 5. (str. 104)

5.1. (a) g; (b) g; (c) V2; (d) %mz; (e) %; (f) %— %; (g) m—2; (h*) L.

5.2. (a) 47 (27 — 16v/2) /3; (b) 125/12; (c) 87; (d) 432/7; (e) 4m; (f) ch1 —1.

5.3. (a) 24; (b) V2m; (c) 87; (d) 527/3; (e) (5\/5— 1) /6; (f) 3v/2r;

Paragraf 6. (str. 106)
6.1. (a) 2/3; (b) aM/2V3; (c) zc = ye = 4R/3m; (d) MR?/2.

6.2. Wsk. W przykladach (d), (e), (f) wykorzysta¢ wzér na wspélrzedne srodka masy ob-
szaru, ktéry jest sumg obszaréw jednorodnych D1, D2 o roztacznych wnetrzach:
x1 pole (D1) + z2 pole (D2) __y1pole (D1) 4 y2 pole (D)
pole (D1) + pole (D2) ’ e = pole (D7) + pole (D-)
gdzie (z1,y1), (2,y2) sa srodkami mas odpowiednio obszaréw D1, Ds.

o =
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6.3.

6.4.

6.5.

6.6.
6.7.

(a) 1Y i (b) (c) >
™ h
b 3
| | e
a R y
o= (32 teoer= (22) taer- 0.2
(d) - (e) y ® Ly
* b
B R
A Yy

A’B-d® AB?-ab? 2R r
(cyye) = (2(AB—ab)’2(AB—ab)) (we,ye) = (_37’0) (wo,ye) = (_5’0)'

(a) I = 12Ma2; (b) I = ”;—R (2m —3v3); (c) I = ng2; (d) I = iM (a® +b%); (e)

T 12 T
1 Ma?(64b + 157a)

I= %Mtf; (f) I= 24(4b + 7a)
(a) 20°Rr?; (b) & \2/% (b+ a\f) '

4R 1 1
(a) ro » Yo 3’ ( ) ro 30,, Yyc 3
(a) 47*Rr; (b) mrl.
(a) Srodek masy lezy na osi symetrii, tzn. na prostej y = x, zatem odlegtoéé¢ od érodka
2
kota érodka masy wynosi e

(b) Srodek masy lezy na osi symetrii z = 0, zatem odlegto$¢ srodka masy od podstawy

hv4h? + a2
(a +v/4h? + a2) ’

wynosi
2

Rozdziat 5.
Paragraf 1. (str. 110)

1.8.

1.9.

(a) 8 (b) V2; (¢) m; (d) —2; (e) In21In g In %; () % (62 — é — 3) .

a2 3 - 7+3/3-6
(a) 34; (b) — ngs (c) T

111. (a) 05 (b) “5— (¢) 7
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Paragraf 2. (str. 113)
2.3. (a) {(z,y,2) : (,y) € Day, 0<2< A—2—y}, gdzie Dy = {(z,y) : 2*+1y°<1};
(b) {(x,y,z) : (y,2) € Dy, i (¥ +2%) <z < 2}, gdzie

Dy = {(yw) P —2v2<y<2v2, —/8-y2 <2 < \/8—y2};
(© {(2,9,2) : (2,2) € Dza, 1—2<y<1—27}, gdzie

D. = {(z,2): 0<2<1, Vo<2<Va )
(d) {(z,y,2) : (z,y) € Day, 0 < 2 < zy}, gdzie
Doy ={(z,y): 0< 2 <1, 2° <y < Va).

2.4. (a) zOy: {(m7y7z): (z,y) € Day, — \/T—y?< z < \/T—y}
gdzie Dzy:{(x,y): \/ﬂéy m}
zO0z: {(x,y,z) : (z,2) € Dqa, —\/mg Yy R? —x2 — 22
gdzie Dzz:{(x,z): —RgzgR,—\/Wgzg RQ—xQ},
yOz: {(0,9,2): (1.2) € Dy, VR =2 — 2 <o < VR -2~ 2},
gdzie Dyzz{(y,z): —R<y<R,—\/R?—y?<z2< RQ—yQ},
(b) zOy: {(m7y7z): (z,Y) € Dqy, x2+y2<z<H},
gdzieDzy:{(xy):—H<m<H— H—-2?2<y<
z0z: {(m y,2) : (z,2) € Dy, —\/mgyg z2—x2},

N

gdzie Doz = {(z,2) : —~H <z < H, |z| <z < H},
yO:{(I:% (v, )EDyz,—\/ZQ—zPéyg zQ—yQ},

z)
gdzie Dy: = {(y,2) : <H, |yl <2< HY
(c) z0y: {(x,y, %) : (m y)eDmy,0<z<H},
z)

gdzie Dgy =

:Zf,y :I: _VRQ_I2<y§VR2—I2}7
xO:{(my, (z,2) EDW7 —VR2—22< yg\/m}’

gdzie D,. = {(z,2) : <R, 0<z< H}

y0z: {(@,3,2): (v, egyz, R <o < =),

gdzie Dy. = {(y,2): — R<y< R, 0<z< H}
(d) 20y: {(2,4,2) : (2,9) € Day, 2> + 4" < 2 < H},

gdzieDzy:{(x,y): —VH< 2 < VH, — H—m2<y<\/H—m2},
zO0z: {(x,y,z) i (%,2) € Dgzy =/ 2 — 22 <

Yy
gdzie D,. = {(2,2): —VH <z <VH, 2" <z< H},
yOz: {(@,9.2): (1,2) € Dyes —V2— 2 <y < Ve s
gdzie Dy. = {(y,2): ~VH <y<VH,y’<z<H}
1 1 5 1

26. (a) 355 (b) =75 (¢) 55 (d) 3 () e = 53 () -
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1 1

6 4-2¢ 3-z 3 Vi—z?
2.7. (a) /d:r / dy / f(z,y,2)dz; (b) /dﬂc / dz / f(z,y, z) dy;
0 0 0 *\/ﬁ

1 N
8—a2—22
/dm / dz / f(z,y,2) dy;
Va—z? @242

V2 \/2—x2 \Va—x2—y?2

(d) /dm / dy / f(z,y, 2) dz.
V3 12 z

2 — ~/ 2+y2

162 32 2 57 — 63 245552

2.8. (a) 5 (b) 105’ () 5’ (d) 12 ; (e) 3465
9. 7
2.14. - —.
(@) 5 (0) 1
2.15.7, = 2 + §
T 2

Paragraf 3. (str. 117)

1
3.5. (a) 5 Wsk. Wprowadzié zmienne u =z, v =2 +y, w =z + y + 2.

Wtedy 0<u<1,1<v<2,2<w3oraz [J|+1;

96
(b) Tﬁ Wsk. Wprowadzié¢ zmienne ¢, 1, o okreslone zaleznos$ciami

x = 6pcospcosty, y=3psinpcos, z = 2psin1) (uogdlnione wspoélrzedne sferyczne).
Wtedy 0 < ¢ < 27, —g <y < g, 0< o< loraz |J| = 360 cos ¥;

(c)
nastepnie wspoétrzedne walcowe;
2 2 2
mr®R (3r* + 4R?)

(d)

x=(R+ pcostp)cosp, y=(R+ pcosp)siny, z = gsinip.
Wtedy 0 < o <27, 0< ¢ <27, 0< p < roraz |J| = o (R + gcos ).

mr2h

. Wsk. Najpierw wprowadzi¢ zmienne u =x —y, v=x4+y, w=x+y+ 2, a

. Wsk. Wprowadzié¢ wspolrzedne ¢, ¥, o okreslone zalezno$ciami

Paragraf 4. (str. 119)

43. () 0<e<2m0<e<ra<h<b(b)0<p<2m0<o<, he<h<a
(0)0<p<2m,0<0< g,ag <h<b
() 0<p<2m, 0< o< R, —/R2— 2 <h< /R — ¢
243w 10247 1287 % 1247w

Paragraf 5. (str. 121)
53. (a)0<p<2m, —m/2<y<7/2, 0< o<
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(b) 0 < o < 2w, arcsin(a/r) <Y <7/2, afsinyp <o<r
(c)0<p <2, arctgh<yY<7/2, 0<po<a/siny;
(d) —7m/2< o< 7/2, —w/2< Y <7/2, 0< o< 2rcosycosyp;
(e)0<p<m, —7/2<y<n/2, 0< o< 2rcossing;
Ho<p<2r, 0Ky <n/2, 0< o< 2rsiny;
(80<p<2m, 0<¥<n/2, m<o<ry
h)a<e<pB, —w/2<y¥<n/2, 0<o<r
5.5. () %% (b) 71~ 2); () Som (8~ 5v/2): () 24m; (e) 105 (1) 55 (%) 5"

Paragraf 6. (str. 124)
128 4 128

6.1 () 4 (b) 25 () 33 (d) oo (37 — ); (e) 18 (1_%); (f) 2.
6.2. (a) 4”3 ) 3M; (0) we = ye = 0, zc 72 (d) 2]‘? : (e) % (2 +2H2).

4r +TR+R2)

R R H
6.3. (a) (zc,yo,2c) = )

0707 T2+7"R+R2) )7(b) (IC7yC'7ZC):(?7;7Z )

o
<9R EAEL
pe

(c) (zc,yc, zc)

7 5

() (ze.yo. 2 AQBC—abc AB2C — ab’c ABCQ—abc2>
c,yc, C

ABC —abe)’ 2(ABC — abe)’ 2(ABC — abe)
Wsk. W przykladzie (d) wykorzystaé wzér analogiczny do podanego we wskazéwce do
Cwiczenia 6.2.

(b)
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Skorowidz

Abela twierdzenie, 39 ciag
addytywnos¢ catki wzgledem obszaru cal- funkcyjny, 32
kowania, 92, 111 na plaszczyznie, 59
algorytm szukania ekstreméw zbiezny, 59
globalnych, 81 ciaglosé
lokalnych funkcji uwiktanej, 88 granicy ciggu funkcyjnego, 35
warunkowych, 80 iloczynu funkcji, 62
ilorazu funkcji, 62
brzeg zbioru, 54 sumy funkcji, 62
sumy szeregu funkcyjnego, 40
catka
niewladciwa d’Alemberta kryterium, 27
drugiego rodzaju, 15 Diniego twierdzenie, 35
pierwszego rodzaju, 9, 10 Dirichleta
podwdjna kryterium, 49
po obszarze, 93 twierdzenie, 40
po prostokacie, 91 druga reguta Pappusa—Guldina, 109
z funkcji wektorowej, 98 dziedzina, 56
potréjna naturalna, 56
po obszarze, 113
po prostopadtoscianie, 111 ekstrema
z funkcji wektorowej, 116 lokalne, 77
catki lokalne funkcji uwiktanej, 88
iterowane warunkowe, 80
po obszarach normalnych, 115
podwdjne Fouriera
po obszarach normalnych, 95 szereg, 48
z funkcji nieograniczonych, 17 wspolczynniki, 48
calkowalno$é funkcja
funkcji ciagtej, 91, 111 ciggta na zbiorze, 62
granicy ciagu funkcyjnego, 36 ciggta w punkcie, 62
sumy szeregu funkcyjnego, 41 dwodch zmiennych, 55
catkowanie gamma, 12
funkcji nieciagltych, 98 Lagrange’a, 84
szeregu potegowego, 46 ograniczona, 59
Cauchy’ego trzech zmiennych, 55
kryterium, 28 uwiktana, 86
twierdzenie, 31
Cauchy’ego-Hadamarda twierdzenie, 42 gradient funkcji, 74
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Skorowidz 151

granica momenty
iloczynu funkcji, 61 bezwtadnoséci, 107, 126
ilorazu funkcji, 61 statyczne, 106, 125
niewladciwa
funkcji w punkcie, 60 objetosé
sumy funkcji, 61 bryty, 104
wlasciwa obszaru, 124
funkcji w punkcie, 60 obraz obszaru przy przeksztalceniu, 100,
118
hessian, 79 obszar, 54
obrzezony, 84 domkniety, 54
normalny wzgledem
iloczyn szeregéw, 31 osi uktad, 94

interpretacja geometryczna
gradientu, 75
pochodnej kierunkowej, 74
pochodnych czastkowych, 64

ptaszczyzny uktadu, 113
regularny
na plaszczyznie, 97
w przestrzeni, 116
odlegto$¢ punktéw, 51

jakobian przeksztatcenia, 100, 118 otoczenie punktu, 52

jednoznacznosé rozwiniecia funkcji w sze-

reg potegowy, 45 Pappusa—Guldina

druga reguta, 109
pierwsza reguta, 108
paraboloida obrotowa, 57
pierwsza reguta Pappusa—Guldina, 108

kryterium
catkowe
dla szeregow, 25
Cauchy’ego, 28
d’Alemberta, 27 ptaszczyzna, 51, 57

Dirichleta, 49 pochodna B o
ilorazowe funkcji ztozonej, 71

dla catek niewtasciwych, 13, 20 kierunkowa funkeji, 73
dla szeregéw, 27 pochodne czastkowe
poréwnawcze drugiego rzedu, 66
dla calek niewlasciwych, 12, 19 na %blor?e7 6.6
dla szeregéw, 26 funkcji ztozonej, 72
’ pierwszego rzedu, 63

Leibniza twierdzenie, 29 na zbiorze, 65
liniowo$é catki, 92, 111 wyzszych rzedow, 67
lokalizacja ekstreméw funkeji, 78 podziat
prostokata, 90

Maclaurina szereg, 44 prostopadlos$cianu, 110
maksimum lokalne pole

funkcji, 77 obszaru, 104
masa obszaru, 106, 125 ptata, 105
metoda powierzchnia

mnoznikéw Lagrange’a, 83, 84 obrotowa, 58

najmniejszych kwadratow, 83 walcowa, 58
minimum lokalne, 77 poziomica wykresu funkcji, 56

funkcji, 77 promien zbieznosci, 42
mnozniki przedzial zbieznosci, 43

Lagrange’a, 84 przeksztalcenie obszaréw
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na ptaszczyznie, 99
w przestrzeni, 117
przestrzen, 51
punkt
brzegowy, 54
skupienia, 55
wewnetrzny, 53

reszta szeregu, 22
Riemanna twierdzenie, 31
rozwijane funkcji w szereg Taylora, 44
réwnanie plaszczyzny stycznej, 68
rézniczka
n—tego rzedu funkcji, 76
funkcji, 69
rézniczkowalnosé
granicy ciggu funkcyjnego, 36
sumy szeregu funkcyjnego, 41
szeregu potegowego, 46

sasiedztwo punktu, 52
Schwarza twierdzenie, 67
siodlo, 58
stozek, 57
suma
catkowa, 90, 111
czeciowa
szeregu liczbowego, 22
szeregu funkcyjnego, 37
szeregu, 22
szereg
anharmoniczny, 30
Fouriera, 48
funkcyjny, 37
geometryczny, 24
harmoniczny, 25
liczbowy, 22
Maclaurina, 44
naprzemienny, 29
potegowy, 42
rozbiezny, 22
Taylora, 44
trygonometryczny, 47
zbiezny, 22
warunkowo, 30

$rodki masy bryt symetrycznych, 125

Taylora

Skorowidz

szereg, 44
wzor, 76
torus, 109
twierdzenie
Abela, 39
Cauchy’ego, 31
Cauchy’ego-Hadamarda, 42
Diniego, 35
Dirichleta, 40
Leibniza, 29
o istnieniu i rézniczkowalnoéci funk-
cji uwiktanej, 87
Riemanna, 31
Schwarza, 67
Weierstrassa, 39, 63

uogblnione wspotrzedne
biegunowe, 104
sferyczne, 147
walcowe, 121

wartosé
gltéwna, 12, 18
najmniejsza funkcji, 81
najwieksza funkcji, 81
$rednia funkcji, 99, 117
warunek
jednostajnej zbieznosci
ciagu funkcyjnego, 34
konieczny
istnienia ekstremum, 78
wystarczajacy
ekstremum funkcji dwéch zmien-
nych, 79
ekstremum funkcji trzech zmien-
nych, 79
Weierstrassa
twierdzenie, 39, 63
wnetrze zbioru, 53
wspolczynniki Fouriera, 48
wspolrzedne
biegunowe, 101
w calce podwdjnej, 103
sferyczne, 121
w calce potréjnej, 123
$rodka masy, 106, 125
walcowe, 119
w calce potréjnej, 120
wykres funkcji, 56
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wzor Taylora, 76

zaleznos¢ miedzy wspélrzednymi
biegunowymi i kartezjanskimi, 102
sferycznymi i kartezjanskimi, 122
walcowymi i kartezjanskimi, 119
zamiana
catki
podwdjnej na calki iterowane, 92
potréjnej na calki iterowane, 112
zmiennych
w calce podwdjnej, 101
w calce potrdjnej, 118
zbiér
domknigty, 54
nieograniczony, 52
ograniczony, 52
otwarty, 53
zbieznosé
bezwzgledna
calek niewlasciwych, 14
szeregu, 30
szeregu funkcyjnego, 38
calek
zbieznych bezwzglednie, 14
jednostajna
ciagu funkcyjnego, 33
szeregu funkcyjnego, 37
punktowa,
ciagu funkcyjnego, 32
szeregu funkcyjnego, 37
szeregbow
zbieznych bezwzglednie, 30
szeregu
geometrycznego, 24
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Skorowidz

Abela twierdzenie, 39
addytywnos¢ calki wzgledem obszaru
calkowania, 92, 111
algorytm szukania ekstreméw
globalnych, 81
lokalnych funkcji uwiklanej, 88
warunkowych, 80

brzeg zbioru, 54

caltka
niewtasciwa
drugiego rodzaju, 15
pierwszego rodzaju, 9, 10
podwdjna
po obszarze, 93
po prostokacie, 91
z funkcji wektorowej, 98
potrdjna
po obszarze, 113
po prostopadloécianie, 111
z funkcji wektorowej, 116
catki
iterowane
po obszarach normalnych, 115
podwdjne
po obszarach normalnych, 95
z funkcji nieograniczonych, 17
catkowalnosc¢
funkcji ciagtej, 91, 111
granicy ciagu funkcyjnego, 36
sumy szeregu funkcyjnego, 41
catkowanie
funkcji niecigglych, 98
szeregu potegowego, 46
Cauchy’ego
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kryterium, 28

twierdzenie, 31
Cauchy’ego—Hadamarda twierdzenie, 42
ciag

funkcyjny, 32

na plaszczyznie, 59

zbiezny, 59
ciaglosé

granicy ciagu funkcyjnego, 35

iloczynu funkcji, 62

ilorazu funkcji, 62

sumy funkcji, 62

sumy szeregu funkcyjnego, 40

d’Alemberta kryterium, 27
Diniego twierdzenie, 35
Dirichleta
kryterium, 49
twierdzenie, 40
druga reguta Pappusa—Guldina, 109
dziedzina, 56
naturalna, 56

ekstrema
lokalne, 77
lokalne funkcji uwiktanej, 88
warunkowe, 80

Fouriera
szereg, 48
wspoélezynniki, 48
funkcja
ciggla na zbiorze, 62
cigglta w punkcie, 62
dwdch zmiennych, 55
gamma, 12
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Lagrange’a, 84
ograniczona, 59
trzech zmiennych, 55
uwiklana, 86

gradient funkcji, 74
granica
iloczynu funkcji, 61
ilorazu funkcji, 61
niewlasciwa
funkcji w punkcie, 60
sumy funkcji, 61
wlasciwa
funkcji w punkcie, 60

hessian, 79
obrzezony, 84

iloczyn szeregéw, 31
interpretacja geometryczna
gradientu, 75
pochodnej kierunkowej, 74
pochodnych czastkowych, 64

jakobian przeksztalcenia, 100, 118
jednoznacznos¢ rozwiniecia funkcji w
szereg potegowy, 45

kryterium

caltkowe
dla szeregéw, 25

Cauchy’ego, 28

d’Alemberta, 27

Dirichleta, 49

ilorazowe
dla calek niewtasciwych, 13, 20
dla szeregéw, 27

poréwnawcze
dla calek niewtasciwych, 12, 19
dla szeregdéw, 26

Leibniza twierdzenie, 29
liniowo$¢ calki, 92, 111

lokalizacja ekstreméw funkcji, 78

Maclaurina szereg, 44
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maksimum lokalne
funkcji, 77
masa obszaru, 106, 125
metoda
mnoznikéw Lagrange’a, 83, 84
najmniejszych kwadratow, 83
minimum lokalne, 77
funkcji, 77
mnozniki
Lagrange’a, 84
momenty
bezwtadnoéci, 107, 126
statyczne, 106, 125

objetosc¢
bryty, 104
obszaru, 124
obraz obszaru przy przeksztalceniu, 100,
118
obszar, 54
domkniety, 54
normalny wzgledem
osi uktad, 94
plaszczyzny ukladu, 113
regularny
na plaszczyznie, 97
w przestrzeni, 116
odleglo$¢ punktéw, 51
otoczenie punktu, 52

Pappusa—Guldina
druga reguta, 109
pierwsza regula, 108
paraboloida obrotowa, 57
pierwsza reguta Pappusa—Guldina, 108
plaszczyzna, 51, 57
pochodna
funkcji ztozonej, 71
kierunkowa funkcji, 73
pochodne czastkowe
drugiego rzedu, 66
na zbiorze, 66
funkcji ztozonej, 72
pierwszego rzedu, 63
na zbiorze, 65
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wyzszych rzedéw, 67
podzial

prostokata, 90

prostopadtoscianu, 110
pole

obszaru, 104

plata, 105
powierzchnia

obrotowa, 58

walcowa, 58
poziomica wykresu funkcji, 56
promien zbieznosci, 42
przedzial zbieznosci, 43
przeksztalcenie obszardéw

na plaszczyznie, 99

w przestrzeni, 117
przestrzen, 51
punkt

brzegowy, 54

skupienia, 55

wewnetrzny, 53

reszta szeregu, 22
Riemanna twierdzenie, 31

rozwijane funkcji w szereg Taylora, 44

réwnanie plaszczyzny stycznej, 68
rézniczka
n—tego rzedu funkcji, 76
funkcji, 69
rézniczkowalnosé
granicy ciagu funkcyjnego, 36
sumy szeregu funkcyjnego, 41
szeregu potegowego, 46

sasiedztwo punktu, 52
Schwarza twierdzenie, 67
siodto, 58
stozek, 57
suma
catkowa, 90, 111
czeSciowa,
szeregu liczbowego, 22
szeregu funkcyjnego, 37
szeregu, 22
szereg
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anharmoniczny, 30
Fouriera, 48
funkcyjny, 37
geometryczny, 24
harmoniczny, 25
liczbowy, 22
Maclaurina, 44
naprzemienny, 29
potegowy, 42
rozbiezny, 22
Taylora, 44
trygonometryczny, 47
zbiezny, 22
warunkowo, 30

srodki masy bryl symetrycznych, 125

Taylora
szereg, 44
wzor, 76
torus, 109
twierdzenie
Abela, 39
Cauchy’ego, 31
Cauchy’ego—Hadamarda, 42
Diniego, 35
Dirichleta, 40
Leibniza, 29
o istnieniu i rézniczkowalnoéci funk-
cji uwiklanej, 87
Riemanna, 31
Schwarza, 67
Weierstrassa, 39, 63

uogblnione wspodlrzedne
biegunowe, 104
sferyczne, 147
walcowe, 121

wartosé
gltéowna, 12, 18
najmniejsza funkcji, 81
najwieksza funkcji, 81
$rednia funkcji, 99, 117
warunek
jednostajnej zbieznosci
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ciagu funkcyjnego, 34
konieczny
istnienia ekstremum, 78
wystarczajacy
ekstremum funkcji dwoch zmien-
nych, 79
ekstremum funkcji trzech zmien-
nych, 79
Weierstrassa
twierdzenie, 39, 63
wnetrze zbioru, 53
wspOlczynniki Fouriera, 48
wspolrzedne
biegunowe, 101
w calce podwdjnej, 103
sferyczne, 121
w calce potrdjnej, 123
$rodka masy, 106, 125
walcowe, 119
w calce potrdjnej, 120
wykres funkcji, 56
wzor Taylora, 76

zalezno$¢ miedzy wspoétrzednymi
biegunowymi i kartezjanskimi, 102
sferycznymi i kartezjanskimi, 122
walcowymi i kartezjanskimi, 119
zamiana
catki
podwdjnej na calki iterowane,
92
potrdjnej na calki iterowane, 112
zmiennych
w calce podwdjnej, 101
w calce potrdjnej, 118
zbiér
domkniety, 54
nieograniczony, 52
ograniczony, 52
otwarty, 53
zbieznosé
bezwzgledna
calek niewlasciwych, 14
szeregu, 30
szeregu funkcyjnego, 38

calek

zbieznych bezwzglednie, 14
jednostajna

ciagu funkcyjnego, 33

szeregu funkcyjnego, 37
punktowa

ciagu funkcyjnego, 32

szeregu funkcyjnego, 37
szeregow

zbieznych bezwzglednie, 30
szeregu

geometrycznego, 24
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